Lineare Thermoelastizitit - Tischvorlage

Krzysztof Wilmanski
Universitdt Zielona Gora, http://www.mech-wilmanski.de

July 4, 2008

1 Einfiihrung und Motivation

Das Ziel der linearen Elastizitéitstheorie ist die Bestimmung der Felder: Verschiebung u
und absolute Temperatur 7' als Funktionen der Platzierung x im Korper B und in der
Zeit t.

Mit Hilfe dieser Groflen kann man durch Differenzierung und mit Materialgleichungen
die Felder: Massendichte p, Geschwindigkeit v, Verzerrung e, Spannung T, innere Energie
e, Wirmefluss q, usw. bestimmen.

Die Auswirkung der Temperaturinderung ist im Rahmen des Bauwesens fiir die fol-
genden Anwendungsbereiche wichtig:

1) Wérmeausdehnung und thermische Spannungen in Konstruktionselementen, wie
zum Beispiel in Briickentriigern, Schienen, Seilkonstruktionen, hingenden Déchern usw.

2) Bauphysik, besonders Wirmebriicken und Energiebilanz fiir Geb#ude,

3) Anderung von Materialeigenschaften bei hohen Temperaturen, zum Beispiel bei
Brand (Rekristallisierung, thermische Schidigung und Bruch usw.).

2 Erhaltungsitze und Bilanzgleichungen

Fiir ein beliebiges Korperteil P C B gelten die folgenden Erhaltungsdtze
1. Masse

(Z pdv=0 = / pdv+%pv~nd3:0 =
= / —i—div(v) dv=0 = O —l—div(v)—O =
ot P B ot V)=

= <% + v- grad p) + pdiv(v) =0. (1)



2. Impuls

oP P
= /Ltvdvjtj[(pV@V—T)nds—/pb:O =
P oP P
= /(W—I—div(pv@)v—T))dv:/pb =
opv )
= W+d1v(pv®v—T):pb =
ov .
= p E+V-gradv = div T + pb. (2)

3. Energie

1
d p(—v2+€)dv=7§(—q+Tv)nds+/p(b~v+7’) =
P

dt 2
P oP
5P\ 3¢ +e)+div|p 5V +e|v+q—Tvn|dv= [ p(b-v+r)=0 =
P
Oe :
= p <E + v-grad 8) +divqg =T (grad v) + pr. (3)

In diesen Gleichungen bezeichnet 0P die geschlossene Oberfliche der Menge P, n ist
der Einheitsvektor in jedem Punkt senkrecht zur Fliche 0P, b ist die Massenkraftdichte
und r die Strahlungsdichte.

Die Groflen

. ap . aV . 85
p—(EﬂLv-gradp), v-(at+v-gradV>, €—<at+vgfad5)> (4)

sind Materialableitungen der Massendichte, des Impulses und der inneren Energie. Die
Grofle v = a ist die Beschleunigung.

Der Drall-Erhaltungsatz fiihrt zur Symmetrie des Spannungstensors: T = T7.

Im kartesischen Bezugsystem haben diese Gleichungen die folgende Gestalt

dp dp vy,

0
EﬂLa—xk(/wk)—O, EﬂLpoa—xk—O, (5)
0 0 - 8Tkl avk . aTkl
p(aﬁ”laxl)”’f_ I T L (6)
0 0 aqk . Oy, Oe an .
P (8t N ”laxl) S Ty Wy, TP Pogp T gy, = PO (M)

Auf der linken Seite dieser Relationen befindet sich die nichtlineare Darstellung, auf der
rechten Seite die linearisierten Formen, die aus der Annahme folgen, dass die Abweichun-
gen vom Anfangszustand klein sind (siehe unten). Die Griflen (...), sind Anfangswerte.
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Allgemein gibt es in der Kontinuumsthermomechanik Groflen, die Gleichungen dieser
Art erfiillen, allerdings mit dem Unterschied, dass auf der rechten Seite noch eine Quelle
steht. Solche Gleichungen nennt man Bilanzgleichungen. Im Weiteren wird eine solche
Gleichung fiir die Entropie prisentiert.

3 Stoffgesetze

Zwischen den oben erwihnten Groflen gelten in der linearen Theorie die folgenden kine-
matischen Beziehungen
Oe

0 1 1
:(9_1751’ e=35 (gradu + (grad u)T) D T3 (gradv + (grad V)T) , (8)
worin die letzte Beziehung eine sogenannte Integrabilitéitsbedingung ist. Damit lésst sich

auch die Anderung der Massendichte und die Anderung des Volumens bestimmen. In der
linearen Theorie haben wir (siehe Gl. (5))

ﬁ Po— P _ %:g ouy, :aekk :atre
ot Po Oxr, Ot \ Oxy, ot Ot
P

= tre, (9)

A%

Po —
Po

d.h. die Massendichte p kann berechnet werden, wenn die Verzerrung e bekannt ist.
Diese ist dann bekannt, wenn die Verschiebung u gefunden worden ist. Damit kann die
Massenbilanzgleichung eliminiert werden und p ist kein unabhéngiges Feld mehr. Die
Volumeniinderung folgt aus der folgenden Uberlegung beziiglich einer kleinen Massenin-
derung

=

/pdv%/ pJ dve = p=pJ "t dv= Jduy, (10)
~—
P P po

worin J die Jacobi-Determinante fiir die Anderung der Koordinaten im Volumenintegral
bezeichnet. Es folgt, dass die Volumenéinderung durch die folgende Beziehung gegeben ist

J—1=~tre. (11)

In den oben angedeuteten Uberlegungen wurde angenommen, dass die Abweichung des
Systems vom Anfangszustand {p,,e = 0,7} klein ist. Mathematisch formuliert miissen
wir das Folgende annehmen

max {

wobei die Norm ||e|| folgendermaflen definiert ist

7 ) A®

T —"1Tp

u' el '
Lo

;0 } <1, (12)

lef| = max{)w

ol w

und )\(O‘), a = 1,2, 3, die Hauptstreckungen (Eigenwerte) des Verzerrungstensors e beze-

ichnen
det <€kl - )\(a)ékl> =0. (14)
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In der Thermomechanik wird angenommen, dass die Groflen pb, pr gegeben sind. Sie
konnen aus- und eingeschaltet werden. Damit kann man die Erhaltungsitze (5), (6), (7)
in Feldgleichungen fiir p, u, 7" umwandeln, wenn man die konstitutiven Groflen T, e, q als
Funktionen von u, T und deren Ableitungen vorschreibt. Diese konstitutiven Beziehungen
(Stoffgesetze) definieren die Klasse derjenigen Stoffe, fiir welche das Modell gilt. Allgemein
haben sie in der Thermomechanik der thermoelastischen Stoffe die folgende Gestalt

T="T (e T,gradT), e=c(e,T,gradT), q=gq(e T ,gradT). (15)

Die konstitutiven Variablen {e, T, grad T'} enthalten nicht u, v, weil das sogenannte Objek-
tivitédtsprinzip es verbietet. Dieses Prinzip beschreibt die physikalische Eigenschaft, dass
makroskopische Materialgesetze unabhiingig von der Wahl des Beobachters sein sollen.
Die Anderung des Beobachters (z.B. inertialer auf nicht-inertialer Beobachter) erscheint
in den Impulsbilanzgleichungen nur als Zusatzkraft (Coriolis-, Zentrifugal-, Euler-Kréfte
und Kraft der relativen Bewegung).

Wenn man die Stoffgesetze (15) in die Erhaltungsétze (5), (6), (7) einsetzt, erhélt
man Feldgleichungen, die mit Hilfe von Rand- und Anfangsbedingungen die Losungen
u(x,t), T (x,t) ergeben. Diese Losungen werden thermodynamische Prozesse genannt.
Im Weiteren zeigen wir Beispiele solcher Losungen.

4 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Die Stoffgesetze diirfen nicht beliebig gewihlt werden. Sie miissen zwei Prinzipien erfiillen:
1) Objektivitat und 2) thermodynamische Zuldssigkeit. Die Objektivitidt wurde schon ange-
sprochen und wir werden sie in diesem Kurs nicht mehr erértern. Die thermodynamische
Zuldssigkeit besteht hauptséichlich aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik:

Jeder thermodynamische Prozess muss die Entropieungleichung erfiillen

% +div (ppv+h) > ps, n=mn(e T,gradT), h=h(e T, gradT).
(16)

In dieser Ungleichung bezeichnet 1 die Entropiedichte, h ist der Entropiefluss, s ist
die entropische Strahlung. Diese Ungleichung folgt aus der Bilanzgleichung

% pndv+7{h-nds:/p(s+ﬁ)dv, (17)
P ap P

worin 7) die Entropieproduktion ist, die immer nichtnegativ sein muss. Daraus folgt die
Ungleichung (16). Offensichtlich ist (17) eine Bilanzgleichung, aber kein Erhaltungsatz.
Die wichtigste Aufgabe der thermodynamischen Modellbildung ist die Auswertung des
zweiten Hauptsatzes. Es gibt dafiir verschiedene Methoden. In diesem Kurs verwenden
wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Es ist nimlich einfach, die Auswertung
durchzufiihren, wenn die Felder u,T" vollig beliebig sind. Das ist in der Feldtheorie nicht
der Fall, weil die Entropieungleichung des zweiten Hauptsatzes nur fiir thermodynamische
Prozesse erfiillt sein muss. Dies bedeutet, dass u, 7' die Feldgleichungen erfiillen miissen.
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Um diese Einschriinkung zu eliminieren, werden die Feldgleichungen als Zwangsbedingun-
gen fiir Losungen der Entropieungleichung behandelt. Man kann beweisen — dies ist das
sogenannte Theorem von I-Shih Liu — das die folgende Aussage:

fir alle Felder u, T gilt die Ungleichung

apﬁ 0 v 0 0 8Tkl
——l—Tk(pm)k—Fhk)—A [ (6t+ l@@)”’“_@_xl}_ (18)

0 0 aqk ka
—A° —_— —Ty=—1] > 0
{ (at”la l)“axk Hom) =
worin AY; A° Funktionen der Variablen {e, T, grad T'} sind,

dquivalent zum zweiten Hauptsatz ist.
Wir untersuchen den Fall der linearen Thermoelastizitéit genauer. Die Ungleichung
(18) hat dann die Gestalt

877 0 qr ) 8vk 8Tkl Oe 6’qk 8vk

— = =) — A} |pp— — —| — A° —Ty—| >0 19
”Oaﬁaxk( TS 5 T | 20 (19
worin wir angenommen haben, dass der Wirmefluss q und der Entropiefluss h die folgende

Beziehung erfiillen q
h= T (20)
Diese Beziehung gilt nicht immer, aber fiir die klassische Thermomechanik kann sie be-
wiesen werden.
Es ist einfach zu sehen, dass die Ungleichung (19)beziiglich der Beschleunigung dvy, /0t
linear ist. Da diese Ungleichung fiir beliebige Felder gelten muss, konnen wir mit der
richtigen Wahl der Beschleunigung diese Ungleichung immer verletzen. Daraus folgt, dass

der Koeffizient der Beschleunigung verschwinden muss, d.h.
A} =0. (21)

Fiir die weitere Erorterung der Ungleichung benutzen wir unsere konstitutive Annahme
und die Kettenregel der Differenziation. Es folgt

MOT oy 9(T/0m) | On dew
OloT ot 0(0T/0x) Ot dey Ot
_1loar i g, OT Oq,  0(9T/0x;) n g Oerm |
T2 Oy & OT Oz | 0(0T/01)  Oxr Derm O
A Os OT N Oe 0 (0T /Oxy,) Os Oey o ey B
P OT ot T 90T /0an) ot Dem O "ot
Oqi, OT Oqr, ~ 0(9T/0x;)  Oqp Oeyy,
_ A€ > 0. 22
A {aT o D(OT/Om) Owe | Depn O | =V (22)
Diese Ungleichung ist linear beziiglich der Ableitungen
8_T 6(8T/893k) 8ekl 8elm (23)
ot’ ot "ot Oxy |



und sie ist nichtlinear beziiglich 97 /0x;. Dies bedeutet, dass die Koeffizienten der
Ableitungen (22) verschwinden miissen und es bleibt eine Restungleichung iibrig. Wir
bekommen die folgenden Identitéten

on Oe on Oe
— —AN"—=0 —A° =
or  Yar =% Feriemy N awriem Y
an Oe
— Npg— + AT}, =
Po aekl Po aekl + kl 07
. 1
A = e (24)
und es bleibt
L o7 >0 (25)
T2 Oz, B =
Es ist giinstig, die folgende Funktion einzufiihren
v =ec—Tn. (26)
Damit haben die Beziehungen (24) die Gestalt
_ o . _ _ _
U——aT, 5_¢_T8T> d)—ﬂi(T,G), 5_5(T>e)a 77—77(T,e)> (27)
N
T = 0= . 2
kKl = Po Dens (28)

Die Funktion ¢ wird die freie Helmholtzsche Energie genannt. Wenn die konstitutive
Beziehung fiir diese Funktion bekannt ist, konnen wir die konstitutiven Beziehungen fiir
die innere Energie ¢, die Entropie  und den Spannungstensor T}; durch Differenzierung
bestimmen. In diesem Sinn sagt man, dass 1 ein thermodynamisches Potential fiir die
Variablen {7’ ey} ist.
Die thermodynamischen Beziehungen (27), (28) fiithren zu der folgenden Differenzial-
gleichung
d’l7 = % <d6 — piOTkldekl) . (29)
Das ist die Gibbssche Gleichung der Thermoelastizitdt. Irrtiimlich wird sie manchmal mit

dem zweitem Hauptsatz identifiziert. Wir haben gesehen, dass aufler den Identitéiten (27),
(28) auch die Ungleichung (25) bleibt, die man in der Form schreiben kann

oT
D= _——0. >0.
axqu =0 (30)

Die Funktion D ist die Dissipation. Sie verschwindet im thermodynamischen Gleichgewicht.
In unserem Fall bedeutet dies, dass der Temperaturgradient 07" /0x) im Gleichgewicht
gleich Null ist. Gleichzeitig bestimmt die Ungleichung (30) die Stabilititsbedingung des
Gleichgewichts, weil D eine konvexe Funktion des Temperaturgradienten sein muss. In
der linearen Therie haben wir dann

= —\py— 1
qk klaxla (3 )



worin die Matrix der Wirmeleitungskoeffizienten \j; positiv definit ist. Fiir thermisch
isotrope Stoffe reduziert sie sich zum klassischen Fourier-Gesetz
oT

qr = _)\a_$k7 A > 0. (32)

5 Feldgleichungen der linearen Thermoelastizitit

Wir sind jetzt in der Lage, die Stoffgesetze fiir die lineare Thermoelastizitéit vollstéindig
zu bestimmen. Wir setzen ndmlich voraus, dass die Helmholtzsche Energie eine isotrope
quadratische Funktion ist. Dann ist
1 ¢,
poth = —EPOTO
worin ¢, die spezifische Wirme bezeichnet. ~ ist der Wdarmeausdehnungskoeffizient und
Cijr ist die Matrix der Elastizitétskoeffizienten. Im allgemeinen anisotropen Fall besitzt
diese Matrix 21 unabhingige Koeffizienten. Fiir isotrope Stoffe bleiben nur zwei davon
iibrig

1
(T —To)* — (T — To) exn + 5 CiikiCijChl; (33)

Cijkt = N30k + po (830t + 0ad i) (34)

nimlich die Lamé Konstanten A, p (mit Wirmeletungskoeffizienten nicht verwechseln!).
Nach Berticksichtigung der Identitéten (27) erhalten wir
Oe 0%
_— = —T=— =, 35
aT or° "~ ¢ (35)
was tatséchlich die klassische Definition der spezifischen Wirme bei konstanter Dehnung
ist. Im Gegensatz zu Gasen sind fiir Festkorper die spezifischen Wirmen bei konstanter
Dehnung und bei konstantem Druck nahezu identisch.
Fiir die Spannung folgt die Beziehung (Duhamel-Neumann)

Tkl = )\emmékl -+ 2,uekl - (T — Tg) (S].d, dh. T=2X\ (tI‘ e) 1+ 2,ue - (T — Tg) 1. (36)

Mit Hilfe dieser Stoffgesetze bekommen wir die Formel fiir den Druck

1 2

g T kk
d.h. Crk = ? (T - To) + 3_K,
worin K den Kompressibiltdtsmodul bezeichnet. Diese Beziehung bedeutet, dass der
Druck p sowohl durch Volumendeformation ey, als auch durch thermische Volumendehnung
v (T —Tp) /K erzeugt wird.
Die Stoffgesetze konnen einfach invertiert werden. Wir bekommen dann in kartesischen
Koordinaten

1

€11 = E(TH—V<722+T33))+CY<T—T0),
1

€99 = E(TQQ—V<7'11+T33))+CY<T—T0), (38)
1

€33 = E(Tss—V(7'11+7'22))+04(T—T0)>



worin

E

d.h. Elastizitdtsmodul, Poissonsche Querkontraktionszahl und Lingenausdehnungskoef-

fizient sind.

Tabelle 1: FEinige Lamé Konstanten

1 1 1

€12 = ZTu, €13 = ZTB, €23 = 57'23,

o p(3A+2p) L A o L
Ap 2(A+p)’ 3K’
\_ vE B E

O Ty y s S Y e

A [10"Pa] | 1 [10'Pa]
Aluminium 5.63 2.6
Blei 4.07 0.57
Duraluminium | 5.78 2.7
Eis (-4°C) 0.70 0.36
Eisen 10.49 8.2
Kupfer 10.63 4.55
Marmor 4.15 2.7
Messing 8.90 3.6
Plexiglas 0.28 0.12
Polystyrol 0.28 0.12
Stahl 11.78 8.0

Der thermische Koeffizient v/K ist normalerweise relativ stark von Temperatur ab-
héngig, was wir in der linearen Theorie nicht beriicksichtigen koénnen. In Nachschlags-
werken wird er iiblicherweise mit Hilfe des Léngenausdehnungskoeffizienten o = ~/3K
gegeben. Der Faktor 3 erscheint, weil die Anderung der Linge mit 3 multipliziert werden
muss, um in der linearen Theorie die Anderung des Volumens zu bekommen. Sie kommt
in der oben gezeigten Invertierung automatisch vor. Die folgende Tabelle enthélt einige
Beispiele.

Tabelle 2: Lingenausdehnungskoeffizient « [10’6/°K}

Aluminium | 23.8 | Gufleisen 11.8
Asphalt 200 | Kalk, gebr., pulv. | 20

Eis (0°C) 0.502 | Marmor 11
FEisen 12.1 | Polystyrol 60--80
Glas, Pyrex | 3.2 Porzellan 3+4
Glas, Quarz | 0.45 | Sandstein 5
Granit 3+8 | Schamotte 5

Wir konnen jetzt das Gleichungsystem fiir die Felder u,T" in einer expliziten Form
schreiben. Manchmal ist es giinstig, dquivalent die Gleichungen fiir e,v, und T zu
schreiben. Sie haben die Gestalt

0
'00(9_‘15/ = Agrad (tre) + 2udive — ygrad T + p,b,
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1
% =3 (gradv + (grad V)T> ,

aT ) Jdtre
PoCo T ~ Adivgrad T = por — poloy T
Wenn wir doch die urspriinglichen Felder beschreiben wollen, bekommt man die folgenden
Gleichungen

(42)

62
pOa—tl; (A + p) grad divu + uV?u — ygrad T + p,b, (43)
aT ) ddivu
pOCUE — Adivgrad T = pyr — poToy ETE

Um diese Gleichungen losen zu konnen, brauchen wir Rand- und Anfangsbedingunen.

6 Thermospannung

Thermische Dehnung und Biegung in Baukonstruktionen:

Die folgenden Strukturbeispiele verdeutlichen die Wichtigkeit der thermischen Analyse
von Baukonstruktionen.

Thermische Verzerrung von Schienen — zerstorte Eisenbahnlinie (links) und Schédi-
gung von Schienenverbindung durch thermische Belastung.

Lehrter Hauptbahnhof Berlin — Verschiebung des Glastunnels zwischen Winter- und
Sommerzustinden ca. um 1 m. Es folgt die Spannung in Glasscheiben ui.




Beispiel 1:

Thermische Spannungen in einem eingespannten Stab aus Stahl (ebene Spannung),

Materialparametern: o = 11.8 x 107¢ 1/°K, A = 11.78 % 10'° Pa, u = 8.00 * 10'° Pa.
Finde die Spannung.

Losung: Bedingungen fiir ebene Spannung;:

v
7'22:’7'33:0 = 6222633:—5711+01(T—T0). (44)
Gleichzeitig e;; = 0 (Einspannung!). Dann

1%
T11 = QA(—ETll—Fa(T—TQ))—”V(T—To) =

)\2
S Gnree) RS T

= ™ =—B(T-T),
g = aM_Q'u' (45)

>\2
1+ p(3A+2p)

Fiir T — Ty = 40°K
B =245 10° Pa/°K,

711 = —0.98 % 10° Pa = 98 MPa. (46)

Bespiel 2:

Thermische Spannung in einem eingespannten Stab aus dem gleichen Stahl (ebene
Spannung) der Hohe d = 0.10 m und Breite b = 0.05 m, belastet durch eine Temper-
aturdifferenz zwischen 7 = 293°K (oben) und 77 = 333°K (unten). Finde die Span-
nungsverteilung, die resultierende Normalkraft und das Biegungsmoment.

Losung:

Aus dem Energierhaltungssatz folgt es, dass die Komponente ¢; des Wirmeflusses
konstant ist

81‘1 n Fourier-Gesetz

Spannungsverteilung (aus Formel (45))

x
™ =—6(T1 —Tp) 71 (48)
Diese Spannung kann man folgendermaflen spalten
1 x 1
T11 — —56 (Tl - To) - ﬁ (Tl - To) <71 - 5) . (49)

Offensichtlich fiihrt der erste Teil zu der resultierenden Kraft N und der zweite Teil zu
dem Biegungsmoment M
db
= —75 (Ty — Tp) = 2.45 % 10° Pa,

b * d?
M = B(Ty —To)

= 4084 Nm. (50)
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Beispiel 3:

Spannung- und Temperaturverteilung im Raum belastet durch eine Warmequelle (W.
Nowacki; A dynamical problem of thermoelasticity, Arch. Mech. Stos., 9, 3, 325-334,
1957).

Losung: Das Problem ist symmetrisch beziiglich den Punkt R = 0 in Kugelkoordi-
naten.

Temperaturverteilung

T(R,t) =Ty + 1 ) : (51)

(4mrt)*? 4kt

worin kK = /¢, A - Warmeleitungskoeffizient (siche: Fourier-Gesetz),

Spannungsverteilung
o _Apod N 0?P
RR = R OR Po Ik
100 0% 0?d
Top = Tog = —24 (Eﬁ + ﬁ) + o (52)
ThRy = Tro=Tey =0,
worin
a3\ +21) Q R A+ 2u
= — | t) + E OH(t—— =
O R L (R, t) + By (R, 1) pml I P (53)

H (t — R/cy) ist eine Heaviside-Stufenfunktion und

R 1 cat Rep, R 2t
Ey (R;t) = erfc <\/m) — Eexp <T) [exp (T) erfc ( — + - +

2
+ exp (—%) erfc (\/f_t — %)] : (54)
K

2 AR
By (R,t) = exp {% (zmt - C—j)] ~1 (55)
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