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1 Einf�hrung und Motivation

Das Ziel der linearen Elastizit�tstheorie ist die Bestimmung der Felder: Verschiebung u
und absolute Temperatur  als Funktionen der Platzierung x im K�rper B und in der
Zeit .
Mit Hilfe dieser Gr��en kann man durch Di�erenzierung und mit Materialgleichungen

die Felder: Massendichte , Geschwindigkeit v, Verzerrung e, SpannungT, innere Energie
, W�rme‡uss q, usw. bestimmen.
Die Auswirkung der Temperatur�nderung ist im Rahmen des Bauwesens f�r die fol-

genden Anwendungsbereiche wichtig:
1) W�rmeausdehnung und thermische Spannungen in Konstruktionselementen, wie

zum Beispiel in Br�ckentr�gern, Schienen, Seilkonstruktionen, h�ngenden D�chern usw.
2) Bauphysik, besonders W�rmebr�cken und Energiebilanz f�r Geb�ude,
3) �nderung von Materialeigenschaften bei hohen Temperaturen, zum Beispiel bei

Brand (Rekristallisierung, thermische Sch�digung und Bruch usw.).

2 Erhaltungs�tze und Bilanzgleichungen

F�r ein beliebiges K�rperteil P � B gelten die folgenden Erhaltungs�tze
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2. Impuls
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3. Energie
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In diesen Gleichungen bezeichnet P die geschlossene Ober‡�che der Menge P, n ist
der Einheitsvektor in jedem Punkt senkrecht zur Fl�che P , b ist die Massenkraftdichte
und  die Strahlungsdichte.
Die Gr��en
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sind Materialableitungen der Massendichte, des Impulses und der inneren Energie. Die
Gr��e _v = a ist die Beschleunigung.
Der Drall-Erhaltungsatz f�hrt zur Symmetrie des Spannungstensors: T = T 
Im kartesischen Bezugsystem haben diese Gleichungen die folgende Gestalt
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Auf der linken Seite dieser Relationen be…ndet sich die nichtlineare Darstellung, auf der
rechten Seite die linearisierten Formen, die aus der Annahme folgen, dass die Abweichun-
gen vom Anfangszustand klein sind (siehe unten). Die Gr��en ()0 sind Anfangswerte.
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Allgemein gibt es in der Kontinuumsthermomechanik Gr��en, die Gleichungen dieser
Art erf�llen, allerdings mit dem Unterschied, dass auf der rechten Seite noch eine Quelle
steht. Solche Gleichungen nennt man Bilanzgleichungen. Im Weiteren wird eine solche
Gleichung f�r die Entropie pr�sentiert.

3 Sto�gesetze

Zwischen den oben erw�hnten Gr��en gelten in der linearen Theorie die folgenden kine-
matischen Beziehungen
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worin die letzte Beziehung eine sogenannte Integrabilit�tsbedingung ist. Damit l�sst sich
auch die �nderung der Massendichte und die �nderung des Volumens bestimmen. In der
linearen Theorie haben wir (siehe Gl. (5))
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d.h. die Massendichte  kann berechnet werden, wenn die Verzerrung e bekannt ist.
Diese ist dann bekannt, wenn die Verschiebung u gefunden worden ist. Damit kann die
Massenbilanzgleichung eliminiert werden und  ist kein unabh�ngiges Feld mehr. Die
Volumen�nderung folgt aus der folgenden �berlegung bez�glich einer kleinen Massen�n-
derung Z
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worin  die Jacobi-Determinante f�r die �nderung der Koordinaten im Volumenintegral
bezeichnet. Es folgt, dass die Volumen�nderung durch die folgende Beziehung gegeben ist

 � 1 � tr e (11)

In den oben angedeuteten �berlegungen wurde angenommen, dass die Abweichung des
Systems vom Anfangszustand f0 e = 0 0g klein ist. Mathematisch formuliert m�ssen
wir das Folgende annehmen
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wobei die Norm kek folgenderma�en de…niert ist
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und ()  = 1 2 3 die Hauptstreckungen (Eigenwerte) des Verzerrungstensors e beze-
ichnen
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In der Thermomechanik wird angenommen, dass die Gr��en b  gegeben sind. Sie
k�nnen aus- und eingeschaltet werden. Damit kann man die Erhaltungs�tze (5), (6), (7)
in Feldgleichungen f�r u  umwandeln, wenn man die konstitutiven Gr��en T q als
Funktionen von u  und deren Ableitungen vorschreibt. Diese konstitutiven Beziehungen
(Sto�gesetze) de…nieren die Klasse derjenigen Sto�e, f�r welche das Modell gilt. Allgemein
haben sie in der Thermomechanik der thermoelastischen Sto�e die folgende Gestalt

T = T (e  grad )   =  (e  grad )  q = q (e  grad )  (15)

Die konstitutiven Variablen fe  gradg enthalten nicht uv weil das sogenannte Objek-
tivit�tsprinzip es verbietet. Dieses Prinzip beschreibt die physikalische Eigenschaft, dass
makroskopische Materialgesetze unabh�ngig von der Wahl des Beobachters sein sollen.
Die �nderung des Beobachters (z.B. inertialer auf nicht-inertialer Beobachter) erscheint
in den Impulsbilanzgleichungen nur als Zusatzkraft (Coriolis-, Zentrifugal-, Euler-Kr�fte
und Kraft der relativen Bewegung).
Wenn man die Sto�gesetze (15) in die Erhaltungs�tze (5), (6), (7) einsetzt, erh�lt

man Feldgleichungen, die mit Hilfe von Rand- und Anfangsbedingungen die L�sungen
u (x )   (x ) ergeben. Diese L�sungen werden thermodynamische Prozesse genannt.
Im Weiteren zeigen wir Beispiele solcher L�sungen.

4 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Die Sto�gesetze d�rfen nicht beliebig gew�hlt werden. Sie m�ssen zwei Prinzipien erf�llen:
1)Objektivit�t und 2) thermodynamische Zul�ssigkeit. Die Objektivit�t wurde schon ange-
sprochen und wir werden sie in diesem Kurs nicht mehr er�rtern. Die thermodynamische
Zul�ssigkeit besteht haupts�chlich aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik :

Jeder thermodynamische Prozess muss die Entropieungleichung erf�llen




+ div (v + h) �   =  (e  grad )  h = h (e  grad ) 

(16)

In dieser Ungleichung bezeichnet  die Entropiedichte, h ist der Entropie‡uss,  ist
die entropische Strahlung. Diese Ungleichung folgt aus der Bilanzgleichung
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worin ̂ die Entropieproduktion ist, die immer nichtnegativ sein muss. Daraus folgt die
Ungleichung (16). O�ensichtlich ist (17) eine Bilanzgleichung, aber kein Erhaltungsatz.
Die wichtigste Aufgabe der thermodynamischen Modellbildung ist die Auswertung des

zweiten Hauptsatzes. Es gibt daf�r verschiedene Methoden. In diesem Kurs verwenden
wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Es ist n�mlich einfach, die Auswertung
durchzuf�hren, wenn die Felder u  v�llig beliebig sind. Das ist in der Feldtheorie nicht
der Fall, weil die Entropieungleichung des zweiten Hauptsatzes nur f�r thermodynamische
Prozesse erf�llt sein muss. Dies bedeutet, dass u,  die Feldgleichungen erf�llen m�ssen.
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Um diese Einschr�nkung zu eliminieren, werden die Feldgleichungen als Zwangsbedingun-
gen f�r L�sungen der Entropieungleichung behandelt. Man kann beweisen – dies ist das
sogenannte Theorem von I-Shih Liu – das die folgende Aussage:

f�r alle Felder u,  gilt die Ungleichung
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worin �� Funktionen der Variablen fe  gradg sind,

�quivalent zum zweiten Hauptsatz ist.
Wir untersuchen den Fall der linearen Thermoelastizit�t genauer. Die Ungleichung

(18) hat dann die Gestalt
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worin wir angenommen haben, dass derW�rme‡uss q und der Entropie‡uss h die folgende
Beziehung erf�llen

h =
q


 (20)

Diese Beziehung gilt nicht immer, aber f�r die klassische Thermomechanik kann sie be-
wiesen werden.
Es ist einfach zu sehen, dass die Ungleichung (19)bez�glich der Beschleunigung 

linear ist. Da diese Ungleichung f�r beliebige Felder gelten muss, k�nnen wir mit der
richtigen Wahl der Beschleunigung diese Ungleichung immer verletzen. Daraus folgt, dass
der Koe�zient der Beschleunigung verschwinden muss, d.h.

� = 0 (21)

F�r die weitere Er�rterung der Ungleichung benutzen wir unsere konstitutive Annahme
und die Kettenregel der Di�erenziation. Es folgt
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Diese Ungleichung ist linear bez�glich der Ableitungen
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und sie ist nichtlinear bez�glich . Dies bedeutet, dass die Koe�zienten der
Ableitungen (22) verschwinden m�ssen und es bleibt eine Restungleichung �brig. Wir
bekommen die folgenden Identit�ten
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und es bleibt
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Es ist g�nstig, die folgende Funktion einzuf�hren

 = �  (26)

Damit haben die Beziehungen (24) die Gestalt

 = �
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 = 0



 (28)

Die Funktion  wird die freie Helmholtzsche Energie genannt. Wenn die konstitutive
Beziehung f�r diese Funktion bekannt ist, k�nnen wir die konstitutiven Beziehungen f�r
die innere Energie , die Entropie  und den Spannungstensor  durch Di�erenzierung
bestimmen. In diesem Sinn sagt man, dass  ein thermodynamisches Potential f�r die
Variablen f g ist.
Die thermodynamischen Beziehungen (27), (28) f�hren zu der folgenden Di�erenzial-

gleichung

 =
1



�
� 1

0


�
 (29)

Das ist die Gibbssche Gleichung der Thermoelastizit�t. Irrt�mlich wird sie manchmal mit
dem zweitem Hauptsatz identi…ziert. Wir haben gesehen, dass au�er den Identit�ten (27),
(28) auch die Ungleichung (25) bleibt, die man in der Form schreiben kann

D = � 


 � 0 (30)

Die FunktionD ist dieDissipation. Sie verschwindet im thermodynamischen Gleichgewicht.
In unserem Fall bedeutet dies, dass der Temperaturgradient  im Gleichgewicht
gleich Null ist. Gleichzeitig bestimmt die Ungleichung (30) die Stabilit�tsbedingung des
Gleichgewichts, weil D eine konvexe Funktion des Temperaturgradienten sein muss. In
der linearen Therie haben wir dann

 = �



 (31)
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worin die Matrix der W�rmeleitungskoe�zienten  positiv de…nit ist. F�r thermisch
isotrope Sto�e reduziert sie sich zum klassischen Fourier-Gesetz

 = �



   0 (32)

5 Feldgleichungen der linearen Thermoelastizit�t

Wir sind jetzt in der Lage, die Sto�gesetze f�r die lineare Thermoelastizit�t vollst�ndig
zu bestimmen. Wir setzen n�mlich voraus, dass die Helmholtzsche Energie eine isotrope
quadratische Funktion ist. Dann ist

0 = �
1

2
0

0
( � 0)2 �  ( � 0)  +

1

2
 (33)

worin  die spezi…sche W�rme bezeichnet.  ist der W�rmeausdehnungskoe�zient und
 ist die Matrix der Elastizit�tskoe�zienten. Im allgemeinen anisotropen Fall besitzt
diese Matrix 21 unabh�ngige Koe�zienten. F�r isotrope Sto�e bleiben nur zwei davon
�brig

 =  +  ( + )  (34)

n�mlich die Lam� Konstanten   (mit W�rmeletungskoe�zienten nicht verwechseln!).
Nach Ber�cksichtigung der Identit�ten (27) erhalten wir




= � 

2

 2
�  (35)

was tats�chlich die klassische De…nition der spezi…schen W�rme bei konstanter Dehnung
ist. Im Gegensatz zu Gasen sind f�r Festk�rper die spezi…schen W�rmen bei konstanter
Dehnung und bei konstantem Druck nahezu identisch.
F�r die Spannung folgt die Beziehung (Duhamel-Neumann)

 =  + 2 �  ( � 0)  d.h. T =  (tr e)1+ 2e�  ( � 0)1 (36)

Mit Hilfe dieser Sto�gesetze bekommen wir die Formel f�r den Druck

 = �1
3
  = �

�
 �




( � 0)

�
  = +

2

3
 (37)

d.h.  =



( � 0) +


3


worin  den Kompressibilt�tsmodul bezeichnet. Diese Beziehung bedeutet, dass der
Druck  sowohl durch Volumendeformation  als auch durch thermische Volumendehnung
 ( � 0)  erzeugt wird.
Die Sto�gesetze k�nnen einfach invertiert werden. Wir bekommen dann in kartesischen

Koordinaten

11 =
1


(11 �  (22 +  33)) +  ( � 0) 

22 =
1


(22 �  (11 +  33)) +  ( � 0)  (38)

33 =
1


(33 �  (11 +  22)) +  ( � 0) 
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12 =
1

2
 12 13 =

1

2
 13 23 =

1

2
 23 (39)

worin

 =
 (3+ 2)

+ 
  =



2 (+ )
  =



3
 (40)

)  =


(1 + ) (1� 2)   =


2 (1 + )
 (41)

d.h. Elastizit�tsmodul, Poissonsche Querkontraktionszahl und L�ngenausdehnungskoef-
…zient sind.
Tabelle 1: Einige Lam� Konstanten

 [1010Pa]  [1010Pa]
Aluminium 5.63 2.6
Blei 4.07 0.57
Duraluminium 5.78 2.7
Eis (-4�C) 0.70 0.36
Eisen 10.49 8.2
Kupfer 10.63 4.55
Marmor 4.15 2.7
Messing 8.90 3.6
Plexiglas 0.28 0.12
Polystyrol 0.28 0.12
Stahl 11.78 8.0

Der thermische Koe�zient  ist normalerweise relativ stark von Temperatur ab-
h�ngig, was wir in der linearen Theorie nicht ber�cksichtigen k�nnen. In Nachschlags-
werken wird er �blicherweise mit Hilfe des L�ngenausdehnungskoe�zienten  = 3
gegeben. Der Faktor 3 erscheint, weil die �nderung der L�nge mit 3 multipliziert werden
muss, um in der linearen Theorie die �nderung des Volumens zu bekommen. Sie kommt
in der oben gezeigten Invertierung automatisch vor. Die folgende Tabelle enth�lt einige
Beispiele.
Tabelle 2: L�ngenausdehnungskoe�zient 

�
10�6/�K

�

Aluminium 23.8 Gu�eisen 11.8
Asphalt 200 Kalk, gebr., pulv. 20
Eis (0�C) 0.502 Marmor 11
Eisen 12.1 Polystyrol 60�80
Glas, Pyrex 3.2 Porzellan 3�4
Glas, Quarz 0.45 Sandstein 5
Granit 3�8 Schamotte 5

Wir k�nnen jetzt das Gleichungsystem f�r die Felder u  in einer expliziten Form
schreiben. Manchmal ist es g�nstig, �quivalent die Gleichungen f�r ev und  zu
schreiben. Sie haben die Gestalt

0
v


=  grad (tr e) + 2 div e�  grad + 0b
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e


=
1

2

�
gradv + (gradv)

�


0



�  div grad = 0 � 00

 tr e


 (42)

Wenn wir doch die urspr�nglichen Felder beschreiben wollen, bekommt man die folgenden
Gleichungen

0
2u

2
= (+ ) grad divu+ r2u�  grad + 0b (43)

0



� div grad = 0 � 00

 divu




Um diese Gleichungen l�sen zu k�nnen, brauchen wir Rand- und Anfangsbedingunen.

6 Thermospannung

Thermische Dehnung und Biegung in Baukonstruktionen:
Die folgenden Strukturbeispiele verdeutlichen die Wichtigkeit der thermischen Analyse

von Baukonstruktionen.
Thermische Verzerrung von Schienen – zerst�rte Eisenbahnlinie (links) und Sch�di-

gung von Schienenverbindung durch thermische Belastung.

Lehrter Hauptbahnhof Berlin – Verschiebung des Glastunnels zwischen Winter- und
Sommerzust�nden ca. um 1 m. Es folgt die Spannung in Glasscheiben u�.

9



Beispiel 1:
Thermische Spannungen in einem eingespannten Stab aus Stahl (ebene Spannung),
Materialparametern:  = 118 � 10�6 1/�K,  = 1178 � 1010 Pa,  = 800 � 1010 Pa.

Finde die Spannung.
L�sung: Bedingungen f�r ebene Spannung:

22 =  33 = 0 ) 22 = 33 = �



 11 +  ( � 0)  (44)

Gleichzeitig 11 = 0 (Einspannung!). Dann

 11 = 2
�
� 

 11 +  ( � 0)

�
�  ( � 0) )

) 11

�
1 +

2

 (3+ 2)

�
= � ( + 2) ( � 0) )

)  11 = � ( � 0) 

 = 
+ 2

1 + 2

(3+2)

 (45)

F�r  � 0 = 40�K
 = 245 � 106 Pa/�K,

 11 = �098 � 108 Pa = 98 MPa. (46)

Bespiel 2:
Thermische Spannung in einem eingespannten Stab aus dem gleichen Stahl (ebene

Spannung) der H�he  = 010 m und Breite  = 005 m, belastet durch eine Temper-
aturdi�erenz zwischen 0 = 293�K (oben) und 1 = 333�K (unten). Finde die Span-
nungsverteilung, die resultierende Normalkraft und das Biegungsmoment.
L�sung:
Aus dem Energierhaltungssatz folgt es, dass die Komponente 1 des W�rme‡usses

konstant ist
1
1

= 0 )
Fourier-Gesetz

 = 0 + (1 � 0)
1

 (47)

Spannungsverteilung (aus Formel (45))

 11 = � (1 � 0)
1

 (48)

Diese Spannung kann man folgenderma�en spalten

11 = �
1

2
 (1 � 0)�  (1 � 0)

�
1

� 1
2

�
 (49)

O�ensichtlich f�hrt der erste Teil zu der resultierenden Kraft  und der zweite Teil zu
dem Biegungsmoment 

 = �
2
 (1 � 0) = 245 � 106 Pa,

 =  (1 � 0)
 � 2
12

= 4084 Nm. (50)
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Beispiel 3:
Spannung- und Temperaturverteilung im Raum belastet durch eine W�rmequelle (W.

Nowacki; A dynamical problem of thermoelasticity, Arch. Mech. Stos., 9, 3, 325-334,
1957).
L�sung: Das Problem ist symmetrisch bez�glich den Punkt  = 0 in Kugelkoordi-

naten.
Temperaturverteilung

 ( ) = 0 +


(4)32
exp

�
� 

2

4

�
 (51)

worin  = ,  - W�rmeleitungskoe�zient (siehe: Fourier-Gesetz),
Spannungsverteilung

 = �4


�


+ 0

2�

2


 =   = �2
�
1



�


+
2�

2

�
+ 0

2�

2
 (52)

 =  =  = 0

worin

� =
 (3+ 2)

4 (+ 2)

�
1 ( ) + 2 ( )

�
� 



��
  =

s
 + 2

0
 (53)

 (�) ist eine Heaviside-Stufenfunktion und

1 ( ) = erfc

�
p
4

�
� 1
2
exp

�
2



�"
exp

�



�
erfc

�
p
4

+

r
2



!
+

+ exp

�
�


�
erfc

�
p
4

�
r
2



!#
 (54)

2 ( ) = exp

�
2
42

�
4� 4



��
� 1 (55)
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