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1 Einfiihrung und Motivation

Zusiitzliche lokale Freiheitsgrade (z.B. lokale Kriimmung) sind nétig in der Modellbildung

von den folgenden Systemen:
1. Suspensionen, molekulare Gase, Liquidkristalle, granulare Medien usw., wo die

Drehung der Molekiilen eine direkte physikale Interpretation besitzt,
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Bild 1: Flissigkristalle (links — nematisch, rechts — smektisch)

Bild 2: Granulare Medien



2. Systeme mit hoher Materialheterogenitéit (Biomechanik, insb. das Gewebe, Kom-
posite mit stochastischer Stoffverteilung, hohe Gradienten der Materialeigenschaften, Uber-
gangbereiche zwischen zwei verschiedenen Stoffen, u..),

Bild 3: CSiC-Komposit

3. Numerik fiir verschiedene Strukturelemente (z.B. dicke Platten und Schalen), wo
"locking"-Probleme entstehen.

Theoretische Methoden — Mikromechanik: hohere Gradienten, lokale Freiheitsgrade
(z.B. der Winkel zusiitzlich zur Verschibung). Modele: a) Grad F, b) ¢ (Cosserat).

2 Erhaltungsitze und Bilanzgleichungen

Lagrangesche Beschreibung: Fiir ein beliebiges Korperteil P C B gelten die folgenden

Erhaltungsdtze
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3. Energie
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In diesen Gleichungen bezeichnet 0P die geschlossene Oberfliche der Menge P, N ist
der Einheitsvektor in jedem Punkt senkrecht zur Fliche 0P. Ansonsten
v — Geschwindigkeit, w — Drehgeschwindigkeit,
P — Piola-Kirhchoff-Spannungstensor, M — Lagrangescher Momentenspannungstensor,
¢ — spezifische innere Energie,
Q — Warmeflus8,
b — Massenkraftdichte, v — Momentenkraftdichte, » — Strahlungsdichte.
Die oben dargestellten Gleichungen gelten sowohl in einem Inertialsystem als auch

in einem nichtinertialem. Dies bedeutet, dass die Transformation des Bezugssystems
(Isometrie des Bewegungsraum)

x*=0(t)x+c(t), O'=07", (5)

wo O die Drehmatrix und c die Verschiebung des Systems x* beziiglich x bezeichnen,
ldisst die Geschtalt der Gleichungen unverdndert. Geéndert werden nur Auflenkriifte.
Zum Beispiel, fiir die Massenkraft gilt

pob* = po [Ob+29 <v* - 6) 2 (x e+ Q(x —c)+ &, @=00". (6)
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Die zusiitzlichen Beitrige zu dieser Kraft heiflen Coriolis-, zentrifugal-, Euler-Kraft und
die Kraft der relativen Bewegung. Im Weiterem werden nur Inertialsysteme verwendet.

Allgemein gibt es in der Kontinuumsthermomechanik Groflen, die Gleichungen dieser
Art erfiillen, allerdings mit dem Unterschied, dass auf der rechten Seite noch eine Quelle
steht. Solche Gleichungen nennt man Bilanzgleichungen. Im Weiteren wird eine solche
Gleichung fiir die Entropie prisentiert.

3 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Die Modellbildung beruht auf einer Ergéinzung der Bilanzgleichungen (Erhaltungsitze)
mit Stoffgesetzen (konstitutiven Beziehungen). Sie definieren die Klasse der Stoffe, die
das Modell beschreibt. Zusammen fiihren sie zu dem Feldgleichungssystem.

Die Stoffgesetze diirfen nicht beliebig gewihlt werden. Sie miissen zwei Prinzipien er-
filllen: 1) Objektivitdt und 2) thermodynamische Zuldssigkeit. Die Objektivitit werden wir
in diesem Kurs nicht erértern. Die thermodynamische Zulissigkeit besteht hauptséchlich
aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik.

FEine beliebige Losung des Feldgleichungssystems wird der thermodynamische Prozess
genannt.

Jeder thermodynamische Prozess muss die Entropieungleichung erfiillen

)
poa—? + DivH > 0. (7)

In dieser Ungleichung bezeichnet 1 die Entropiedichte, H ist der Entropiefluss, die bei-
den erfiillen die Stoffgesetze, die die ausgewihlte Materiallklasse charakterisieren. Diese
Ungleichung folgt aus der Bilanzgleichung

d
= pondv + %H -Nds = /poﬁdv, (8)
oP

P P

worin 7} die Entropieproduktion ist, die immer nichtnegativ sein muss. Daraus folgt die
Ungleichung (7). Offensichtlich ist (8) eine Bilanzgleichung, aber kein Erhaltungsatz.

Die wichtigste Aufgabe der thermodynamischen Modellbildung ist die Auswertung des
zweiten Hauptsatzes. Es gibt dafiir verschiedene Methoden. In diesem Kurs verwenden
wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Es ist nimlich einfach, die Auswertung
durchzufiihren, wenn die Felder vollig beliebig sind. Das ist in der Feldtheorie nicht der
Fall, weil die Entropieungleichung des zweiten Hauptsatzes nur fiir thermodynamische
Prozesse erfiillt sein muss. Dies bedeutet, dass die Felder die Feldgleichungen erfiillen
miissen. Um diese Einschrinkung zu eliminieren, werden die Feldgleichungen als Zwangs-
bedingungen fiir Losungen der Entropieungleichung behandelt.

4 Klassische Thermoelastizitit

Um das Vorgehen bei die Auswertung des zweiten Hauptsatzes zu demonstrieren, wir
erdrten die Klasse der klassischen thermoelastischen Stoffen. In der Lagrangeschen Beschrei-
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bung werden die Felder der Bewegungsfunktion

x =f(X,t), 9)
und der absoluten Temperatur
T=T(X1), (10)
gesucht. Sie erfiillen die Feldgleichungen, die aus Erhaltungsséitzen
ov ) of
P = DivP, v= e (11)
) 9 5+lv2 =Div (P'v - Q)
0ot 2 ’
und Stoffgesetzen
P=PFT7T,G), ¢e=F,7,G), Q=Q(F,T,G), (12)

F = Gradf, G = GradT,

folgen.
Man kann beweisen — dies ist das sogenannte Theorem von I-Shih Liu — das die folgende
Aussage:

fiir alle Felder f, T gilt die Ungleichung

ov

on . "
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—A° l,%% + DivQ — P Grad v] >0,

worin A”, A° Funktionen der Variablen {e, T, grad T'} sind,

dquivalent zum zweiten Hauptsatz ist.

Es ist einfach zu sehen, dass die Ungleichung (13) beziiglich der Beschleunigung dv /0t
linear ist. Da diese Ungleichung fiir beliebige Felder gelten muss, kénnen wir mit der
richtigen Wahl der Beschleunigung diese Ungleichung immer verletzen. Daraus folgt, dass
der Koeffizient der Beschleunigung verschwinden muss, d.h.

A = 0. (14)

Fiir die weitere Erorterung der Ungleichung benutzen wir unsere konstitutive Annahme
und die Kettenregel der Differenziation. Es folgt
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Diese Ungleichung ist linear beziiglich der Ableitungen

{GT 0G OF

ETRAETRIETE ,Grad F GradG} (16)

und sie ist nichtlinear beziiglich G. Dies bedeutet, dass die Koeffizienten der Ableitungen
(16) verschwinden miissen und es bleibt eine Restungleichung iibrig. Wir bekommen die
folgenden Identititen
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an . Ot o
poa_F_Ap08F+AP 0, (17)
OoH .0Q OH 0QY\
Sym(@G_AaG) 0, sym(aF A aF)—O, (18)
und es bleibt - 9Q
o AE LG >0.
<8T A aT) G>0 (19)

Die Auswertung der Identitéten (18) ist einfach, wenn wir die Isotropie des Stoffes an-
nehmen. In diesem Beispiel vereinfachen wir die Darstellungen noch weiter und verlangen,
dass die Fliisse Q und H linear beziiglich G sind. Wir erhalten

Q=-K(I'F)G, H=-H(T,F)G. (20)
Es folgt
. oH 0K s e
H = A°K, Sym(a_F_AaF)G = A=A (T) (21)
Mit Hilfe der Annahme iiber die Existenz der idealen Wande bekommen wir
1
A° = —. 22
- (22)
Damit % )
H=— H==0Q. 2
T = 7Q (23)

Diese Beziehung gilt nicht immer, aber fiir die klassische Thermomechanik kann sie
bewiesen werden.



Es ist giinstig, die folgende Funktion einzufiihren

v =ec—Tn. (24)
Damit haben die Beziehungen (17) die Gestalt
_ % _ o _ _ _
n__a_Tv E_w TaTu w_w(TvF)v 8_8<T7F)7 77_77<T7F)7 (25)
o

Die Funktion ¢ wird die freie Helmholtzsche Energie genannt. Wenn die konstitutive
Beziehung fiir diese Funktion bekannt ist, konnen wir die konstitutiven Beziehungen fiir
die innere Energie ¢, die Entropie 7 und den Spannungstensor P durch Differenzierung
bestimmen. In diesem Sinn sagt man, dass v ein thermodynamisches Potential fiir die
Variablen {7, F} ist.

Die thermodynamischen Beziehungen (25), (26) fithren zu der folgenden Differenzial-

gleichung
1 1
dn == <d5 — —P-dF) : (27)
T Po
Das ist die Gibbssche Gleichung der Thermoelastizitdt. Irrtiimlich wird sie manchmal mit
dem zweitem Hauptsatz identifiziert. Wir haben gesehen, dass aufler den Identitéiten (17),

(18) auch die Ungleichung (18) bleibt, die man in der Form schreiben kann
D=-G-Q>0 = K>0. (28)

Die Funktion D ist die Dissipation. Sie verschwindet im thermodynamischen Gleichgewicht.
In unserem Fall bedeutet dies, dass der Temperaturgradient G im Gleichgewicht gleich
Null ist. Gleichzeitig bestimmt die Ungleichung (28) die Stabilititsbedingung des Gle-
ichgewichts, weil D eine konvexe Funktion des Temperaturgradienten sein muss.

5 Inkonsistente thermoelastische Modelle mit dem
zweiten Deformationsgradienten

Wir versuchen die oben dargestellte Klasse von Modellen um einen geometrischen Ef-
fekt zu erginzen. Das Beispiel der von Timoshenko vorgeschlagener Erweiterung von
Bernoullischer Balken-BiegungsTheorie zeigt, dass lokale Drehungen einen wesentlichen
Einfluss auf das Verhalten des Systems haben and gewiinschte Korrekturen (z.B. Biegungs-
wellenausbreitung in Balken) hervorrufen.

Die einfachste Methode das thermoelastische Modell zu erweitern ist den zweiten De-
formationsgradienten Grad F' als konstitutive Variable einzufiithren

P=PF,GradF,T,.G), e=¢(F,GradF,7,G), Q=Q(F,GradF,T,G), (29)
92 fi

F = Gradf, ,GradF = X 0N,

ex ®erp, G=GradT.



Ungliicklicherweise, diese Erweiterung ist thermodynamisch nicht zuléssig. Anstatt
der Ungleichung (15) haben wir jetzt
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Die Linearitét beziiglich 0 Grad F /0t fiihrt zu der Identitét
o
GradF—O’ v =ec—="1Tn. (31)

Dies bedeutet, dass die Abhéingigkeit von Grad F unméglich ist. Diese Schluf)folgerung ist
damit verbunden, dass wir im Modell keine dynamische Grofle eingefithrt haben, die mit
Grad F kanonisch gekoppelt wire. Diese Grofle — die Momentenspannung — wiirde einen
Beitrag zu dem Energierhaltungssatz liefern, woraus die Abhéingigkeit der freien Energie
1 von Grad F folgen wiirde.

Weiter wird diese Erweiterung fiir den linearen Fall vorgestellt.

6 Lineare Thermoelastizitit mit Momentenspannun-
gen
Die klassische Cosserat-Theorie bestrebt die folgenden Felder zu beschreiben
1. den Verschiebungsvektor wu; (x,t),
2. den Vektor des Drehungswinkels ¢, (x,1),
3. die Temperatur 7T (x,t),

als Funktionen der aktuellen Plazierung x und der Zeit .
Diese Felder miissen die lokalen Erhaltungssitze des Impuls, Dralls und Energie er-
fiillen
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worin p die konstante Massendichte, J das Tragheitsmoment, o;; die Komponenten des
Cauchy-Spannungstensors, f,;; die Komponenten des Momentenspannungstensors beze-
ichnen. ~,;; ist ein nichtsymmetrischer Verzerrungstensor und r;; bezeichnet die Torsion.
Die Theorie ist linear beziiglich diesen Groflen, d.h.

vl <1, sl < 1, (33)

wobei die Norms durch Eigenwerte definiert sind.
Die Cosserat-Theorie ist durch die folgenden konstitutiven Beziehungen abgeschlossen

oT or
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oT orT
gE=¢c (’Yklu‘fkl,T, 0_:z:k> y i = q; (’Yklafﬁkl,Ta 0_:z:k> .

Wir untersuchen die thermodynamische Zuléssigkeit dieser Beziehungen.
Der zweite Hauptsatz enthilt die Entropieungleichung

— —_—
Poy + = 0, (35)

or oT
nm=mn (%n wowt, T, O_:Bk) o hi=h (%z,%kz,T, O_:Bk) )

die fiir alle Prozesse gelten muf}. Diese Einschrinkung wird mit Hilfe der Multiplikatoren
eliminiert. Fiir alle Felder {u, ¢,T'} gilt die Ungleichung

2. ) 24 O
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worin die Multiplikatoren {A;’, Af, AE} Funktionen der konstitutiven Variablen {v,;, ki, T, 0T /Oy }
sind.

Offensichtlich ist die Ungleichung (36) linear beziiglich Beschleunigungen 9%u; /9t und
9%¢;/0t*. Dies bedeutet, daB A? = 0 und A? = 0. Man kann beweisen, da A = 1/7T".
Folglich kann man die Ungleichung (36) in der Form schreiben

( On Dy On Ok OnOT __ On 5‘(3T/3xi)) N
D Ot Oma Ot oTor 0(0T/om) ot
Ohi Oy Ohs Ok Ohy OT Ohe  0(0T/0x;)
(am Or: | Omw 0z | OT om T 0(0T 0w Or ) - (37)
1 < O Oy O Ok N Oe T N Je 8(8T/8:cl-)) B
T\97,. 0t om0t 9T or  0(0Tjom) ot
1 < 0q¢; Oy n 0q; Ok n Oqi, 0T oqr a<aT/axi)) >0
T \ Oy, Ox; Ok Ox;  OT Ox; O (0T/0x;) Oz, -



Diese Ungleichung ist linear beziiglich

OV Okm OT 0(9T/0xi) Oy Ok O(0T/0x;)
ot ot ot’ ot " Ox; 0wy’ 0xy, ’

(38)

und nichtlinear beziiglich 7' /0z;. Wenn wir wieder die Helmholtssche freie Energie ein-
fithren

ar
¢:5_T77> ¢:¢ (fyklaf{klaT)a_) ) (39)
T
bekommen wir die folgenden Beziehungen
O O oY Oy 9
n oT’ 5 w o7 Oij paf)/z] :U’z] pamj 0 (8T/5’xz) ( )
Es bleibt die Restungleichung, die die Dissipation definiert
1 0T
D=———q, > 0. 41
T2 8% U = ( )

Fiir isotrope homogene zentralsymmetrische Stoffe ist die freie Energie folgendermaflen
formuliert

I+« =« A v+e vy —¢€
p = 5 ki Ykl + 5 Rk + 5 VY + 5 fkfk + Kk + (42)
+§/€kk/€zz — v (T = To) + ptpy (T')

worin A, u Lamé-Konstanten, «, [3,~,c Cosserat-Konstanten, v Wirmeausdehnungkon-
stante und 7; die Referenztemperatur bezeichnen. Die Invarianten ;s erscheinen
nicht wegen der Annahme der Zentralsymmetrie. Diese freie Energie ergibt die folgenden
Beziehungen fiir Spannungen

oij = Mpdi + (p+a)y; + (1 —a)y; —v(T —Ty) 6y, (43)
tij = Brrrdij + (v +€) kij + (v — €) Ky

Diese Beziehungen fiir den Fall der konstanten Temperatur fithren zu folgenden Wellen-
gleichungen

Oou+ (A + p— a)graddivu + 2arotp = 0, (44)
040 + (B + v — ¢) graddiv ¢ + 2arotu = 0,

worin
0? 9 0?
ﬁ’ Oy=(y+e) V" — J% (45)

Viele Ergebnisse kann man, zum Beispiel, in dem Buch von W. Nowacki finden.

DQI(M+Q)V2—
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Bild 4: Biomechanische Anwendungen von Cosserat-Theorie
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