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1 Einf�hrung und Motivation

Zus�tzliche lokale Freiheitsgrade (z.B. lokale Kr�mmung) sind n�tig in der Modellbildung
von den folgenden Systemen:
1. Suspensionen, molekulare Gase, Liquidkristalle, granulare Medien usw., wo die

Drehung der Molek�len eine direkte physikale Interpretation besitzt,

Bild 1: Fl�ssigkristalle (links – nematisch, rechts – smektisch)

Bild 2: Granulare Medien
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2. Systeme mit hoher Materialheterogenit�t (Biomechanik, insb. das Gewebe, Kom-
posite mit stochastischer Sto�verteilung, hohe Gradienten derMaterialeigenschaften, �ber-
gangbereiche zwischen zwei verschiedenen Sto�en, u.�.),

Bild 3: CSiC-Komposit

3. Numerik f�r verschiedene Strukturelemente (z.B. dicke Platten und Schalen), wo
"locking"-Probleme entstehen.
Theoretische Methoden – Mikromechanik: h�here Gradienten, lokale Freiheitsgrade

(z.B. der Winkel zus�tzlich zur Verschibung). Modele: a) GradF b) � (Cosserat).

2 Erhaltungs�tze und Bilanzgleichungen

Lagrangesche Beschreibung: F�r ein beliebiges K�rperteil P � B gelten die folgenden
Erhaltungs�tze
1. Masse
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3. Drall
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3. Energie
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In diesen Gleichungen bezeichnet P die geschlossene Ober‡�che der Menge P, N ist
der Einheitsvektor in jedem Punkt senkrecht zur Fl�che P. Ansonsten

v – Geschwindigkeit, w – Drehgeschwindigkeit,

P – Piola-Kirhcho�-Spannungstensor,M – LagrangescherMomentenspannungstensor,

 – spezi…sche innere Energie,

Q – W�rme‡u�,

b – Massenkraftdichte, � – Momentenkraftdichte,  – Strahlungsdichte.

Die oben dargestellten Gleichungen gelten sowohl in einem Inertialsystem als auch
in einem nichtinertialem. Dies bedeutet, dass die Transformation des Bezugssystems
(Isometrie des Bewegungsraum)

x� = O ()x+ c ()  O = O�1 (5)

wo O die Drehmatrix und c die Verschiebung des Systems x� bez�glich x bezeichnen,
l�sst die Geschtalt der Gleichungen unver�ndert. Ge�ndert werden nur Au�enkr�fte.
Zum Beispiel, f�r die Massenkraft gilt

0b
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�
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�
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Die zus�tzlichen Beitr�ge zu dieser Kraft hei�en Coriolis-, zentrifugal-, Euler-Kraft und
die Kraft der relativen Bewegung. Im Weiterem werden nur Inertialsysteme verwendet.
Allgemein gibt es in der Kontinuumsthermomechanik Gr��en, die Gleichungen dieser

Art erf�llen, allerdings mit dem Unterschied, dass auf der rechten Seite noch eine Quelle
steht. Solche Gleichungen nennt man Bilanzgleichungen. Im Weiteren wird eine solche
Gleichung f�r die Entropie pr�sentiert.

3 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Die Modellbildung beruht auf einer Erg�nzung der Bilanzgleichungen (Erhaltungs�tze)
mit Sto�gesetzen (konstitutiven Beziehungen). Sie de…nieren die Klasse der Sto�e, die
das Modell beschreibt. Zusammen f�hren sie zu dem Feldgleichungssystem.
Die Sto�gesetze d�rfen nicht beliebig gew�hlt werden. Sie m�ssen zwei Prinzipien er-

f�llen: 1) Objektivit�t und 2) thermodynamische Zul�ssigkeit. Die Objektivit�t werden wir
in diesem Kurs nicht er�rtern. Die thermodynamische Zul�ssigkeit besteht haupts�chlich
aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik.
Eine beliebige L�sung des Feldgleichungssystems wird der thermodynamische Prozess

genannt.

Jeder thermodynamische Prozess muss die Entropieungleichung erf�llen

0



+DivH � 0 (7)

In dieser Ungleichung bezeichnet  die Entropiedichte, H ist der Entropie‡uss, die bei-
den erf�llen die Sto�gesetze, die die ausgew�hlte Materiallklasse charakterisieren. Diese
Ungleichung folgt aus der Bilanzgleichung
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worin ̂ die Entropieproduktion ist, die immer nichtnegativ sein muss. Daraus folgt die
Ungleichung (7). O�ensichtlich ist (8) eine Bilanzgleichung, aber kein Erhaltungsatz.
Die wichtigste Aufgabe der thermodynamischen Modellbildung ist die Auswertung des

zweiten Hauptsatzes. Es gibt daf�r verschiedene Methoden. In diesem Kurs verwenden
wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Es ist n�mlich einfach, die Auswertung
durchzuf�hren, wenn die Felder v�llig beliebig sind. Das ist in der Feldtheorie nicht der
Fall, weil die Entropieungleichung des zweiten Hauptsatzes nur f�r thermodynamische
Prozesse erf�llt sein muss. Dies bedeutet, dass die Felder die Feldgleichungen erf�llen
m�ssen. Um diese Einschr�nkung zu eliminieren, werden die Feldgleichungen als Zwangs-
bedingungen f�r L�sungen der Entropieungleichung behandelt.

4 Klassische Thermoelastizit�t

Um das Vorgehen bei die Auswertung des zweiten Hauptsatzes zu demonstrieren, wir
er�rten die Klasse der klassischen thermoelastischen Sto�en. In der Lagrangeschen Beschrei-
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bung werden die Felder der Bewegungsfunktion

x = f (X )  (9)

und der absoluten Temperatur
 =  (X )  (10)

gesucht. Sie erf�llen die Feldgleichungen, die aus Erhaltungss�tzen
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 (11)

0




�
+

1

2
2
�
= Div

�
Pv �Q

�


und Sto�gesetzen

P = P (F G)   =  (F G)  Q = Q (F G)  (12)

F = Grad f  G = Grad

folgen.
Man kann beweisen – dies ist das sogenannte Theorem von I-Shih Liu – das die folgende

Aussage:

f�r alle Felder f ,  gilt die Ungleichung
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worin �� Funktionen der Variablen fe  gradg sind,

�quivalent zum zweiten Hauptsatz ist.
Es ist einfach zu sehen, dass die Ungleichung (13) bez�glich der Beschleunigung v

linear ist. Da diese Ungleichung f�r beliebige Felder gelten muss, k�nnen wir mit der
richtigen Wahl der Beschleunigung diese Ungleichung immer verletzen. Daraus folgt, dass
der Koe�zient der Beschleunigung verschwinden muss, d.h.

� = 0 (14)

F�r die weitere Er�rterung der Ungleichung benutzen wir unsere konstitutive Annahme
und die Kettenregel der Di�erenziation. Es folgt
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Diese Ungleichung ist linear bez�glich der Ableitungen
�
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und sie ist nichtlinear bez�glich G. Dies bedeutet, dass die Koe�zienten der Ableitungen
(16) verschwinden m�ssen und es bleibt eine Restungleichung �brig. Wir bekommen die
folgenden Identit�ten
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H
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�
= 0 (18)

und es bleibt �
H


� �Q



�
�G � 0 (19)

Die Auswertung der Identit�ten (18) ist einfach, wenn wir die Isotropie des Sto�es an-
nehmen. In diesem Beispiel vereinfachen wir die Darstellungen noch weiter und verlangen,
dass die Fl�sse Q und H linear bez�glich G sind. Wir erhalten

Q = � (F)G H = � (F)G (20)

Es folgt
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� �
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�
G ) � = � ( )  (21)

Mit Hilfe der Annahme �ber die Existenz der idealen W�nde bekommen wir

� =
1


 (22)

Damit

 =



) H =

1


Q (23)

Diese Beziehung gilt nicht immer, aber f�r die klassische Thermomechanik kann sie
bewiesen werden.
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Es ist g�nstig, die folgende Funktion einzuf�hren

 = �  (24)

Damit haben die Beziehungen (17) die Gestalt

 = �

  =  �  


  =  (F)   =  (F)   =  (F)  (25)

P = 0


F
 (26)

Die Funktion  wird die freie Helmholtzsche Energie genannt. Wenn die konstitutive
Beziehung f�r diese Funktion bekannt ist, k�nnen wir die konstitutiven Beziehungen f�r
die innere Energie , die Entropie  und den Spannungstensor P durch Di�erenzierung
bestimmen. In diesem Sinn sagt man, dass  ein thermodynamisches Potential f�r die
Variablen fFg ist.
Die thermodynamischen Beziehungen (25), (26) f�hren zu der folgenden Di�erenzial-

gleichung

 =
1



�
� 1

0
P�F

�
 (27)

Das ist die Gibbssche Gleichung der Thermoelastizit�t. Irrt�mlich wird sie manchmal mit
dem zweitem Hauptsatz identi…ziert. Wir haben gesehen, dass au�er den Identit�ten (17),
(18) auch die Ungleichung (18) bleibt, die man in der Form schreiben kann

D = �G �Q � 0 )  � 0 (28)

Die FunktionD ist dieDissipation. Sie verschwindet im thermodynamischen Gleichgewicht.
In unserem Fall bedeutet dies, dass der Temperaturgradient G im Gleichgewicht gleich
Null ist. Gleichzeitig bestimmt die Ungleichung (28) die Stabilit�tsbedingung des Gle-
ichgewichts, weil D eine konvexe Funktion des Temperaturgradienten sein muss.

5 Inkonsistente thermoelastische Modelle mit dem
zweiten Deformationsgradienten

Wir versuchen die oben dargestellte Klasse von Modellen um einen geometrischen Ef-
fekt zu erg�nzen. Das Beispiel der von Timoshenko vorgeschlagener Erweiterung von
Bernoullischer Balken-BiegungsTheorie zeigt, dass lokale Drehungen einen wesentlichen
Ein‡uss auf das Verhalten des Systems haben and gew�nschte Korrekturen (z.B. Biegungs-
wellenausbreitung in Balken) hervorrufen.
Die einfachste Methode das thermoelastische Modell zu erweitern ist den zweiten De-

formationsgradienten GradF als konstitutive Variable einzuf�hren

P = P (FGradF G)   =  (FGradF G)  Q = Q (FGradF G)  (29)

F = Grad f  GradF =
2


e � e G = Grad
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Ungl�cklicherweise, diese Erweiterung ist thermodynamisch nicht zul�ssig. Anstatt
der Ungleichung (15) haben wir jetzt
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Die Linearit�t bez�glich GradF f�hrt zu der Identit�t



GradF
= 0  = �  (31)

Dies bedeutet, dass die Abh�ngigkeit von GradF unm�glich ist. Diese Schlu�folgerung ist
damit verbunden, dass wir im Modell keine dynamische Gr��e eingef�hrt haben, die mit
GradF kanonisch gekoppelt w�re. Diese Gr��e – die Momentenspannung – w�rde einen
Beitrag zu dem Energierhaltungssatz liefern, woraus die Abh�ngigkeit der freien Energie
 von GradF folgen w�rde.
Weiter wird diese Erweiterung f�r den linearen Fall vorgestellt.

6 Lineare Thermoelastizit�t mit Momentenspannun-
gen

Die klassische Cosserat-Theorie bestrebt die folgenden Felder zu beschreiben

1. den Verschiebungsvektor  (x ),

2. den Vektor des Drehungswinkels  (x ),

3. die Temperatur  (x ),

als Funktionen der aktuellen Plazierung x und der Zeit .
Diese Felder m�ssen die lokalen Erhaltungss�tze des Impuls, Dralls und Energie er-

f�llen
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


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worin  die konstante Massendichte,  das Tr�gheitsmoment,  die Komponenten des
Cauchy-Spannungstensors,  die Komponenten des Momentenspannungstensors beze-
ichnen.  ist ein nichtsymmetrischer Verzerrungstensor und  bezeichnet die Torsion.
Die Theorie ist linear bez�glich diesen Gr��en, d.h.

��
��� 1 kk � 1 (33)

wobei die Norms durch Eigenwerte de…niert sind.
Die Cosserat-Theorie ist durch die folgenden konstitutiven Beziehungen abgeschlossen

 = 

�
  





�
  = 

�
  





�
 (34)

 = 

�
  





�
  = 

�
  





�
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Wir untersuchen die thermodynamische Zul�ssigkeit dieser Beziehungen.
Der zweite Hauptsatz enth�lt die Entropieungleichung
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+
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die f�r alle Prozesse gelten mu�. Diese Einschr�nkung wird mit Hilfe der Multiplikatoren
eliminiert. F�r alle Felder fu�g gilt die Ungleichung
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2

� 


�
� �

�

2
2

�  �



�
�

��
�




+



� 



� 



�
� 0 (36)

worin die Multiplikatoren
n
� �


 �


o
Funktionen der konstitutiven Variablen f   g

sind.
O�ensichtlich ist die Ungleichung (36) linear bez�glich Beschleunigungen 22 und

2
2. Dies bedeutet, da� � = 0 und � = 0 Man kann beweisen, da� � = 1 .

Folglich kann man die Ungleichung (36) in der Form schreiben



�







+







+







+



 ()

 ()



�
+

+

�






+






+






+


 ()

 ()



�
� (37)

� 1


�







+







+







+



 ()

 ()



�
�

� 1


�






+






+






+


 ()

 ()



�
� 0
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Diese Ungleichung ist linear bez�glich
�










 ()











 ()



�
 (38)

und nichtlinear bez�glich . Wenn wir wieder die Helmholtssche freie Energie ein-
f�hren

 = �   = 

�
  





�
 (39)

bekommen wir die folgenden Beziehungen

 = �

  =  �  


  = 




  = 








 ()
= 0 (40)

Es bleibt die Restungleichung, die die Dissipation de…niert

D = � 1

 2



 � 0 (41)

F�r isotrope homogene zentralsymmetrische Sto�e ist die freie Energie folgenderma�en
formuliert

 =
+ 

2
 +

� 
2

 +


2
 +

 + 

2
 +

 � 
2
 + (42)

+


2
 �  ( � 0) + 0 ( ) 

worin   Lam�-Konstanten,     Cosserat-Konstanten,  W�rmeausdehnungkon-
stante und 0 die Referenztemperatur bezeichnen. Die Invarianten  erscheinen
nicht wegen der Annahme der Zentralsymmetrie. Diese freie Energie ergibt die folgenden
Beziehungen f�r Spannungen

 =  + (+ )  + (� )  �  ( � 0)   (43)

 =  + ( + ) + ( � )

Diese Beziehungen f�r den Fall der konstanten Temperatur f�hren zu folgendenWellen-
gleichungen

�2u+ (+ � ) grad divu+ 2 rot� = 0 (44)

�4�+ ( +  � ) grad div�+ 2 rotu = 0

worin

�2 = (+ )r2 �  
2

2
 �4 = ( + )r2 �  

2

2
 (45)

Viele Ergebnisse kann man, zum Beispiel, in dem Buch von W. Nowacki …nden.
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Bild 4: Biomechanische Anwendungen von Cosserat-Theorie

Literaturhinweise

1. A. C. Eringen;Microcontinuum Field Theories I. Foundations and Solids, Springer,
New York, 1999.

2. A. C. Eringen; Microcontinuum Field Theories: II. Fluent Media, Springer, New
York 2001.

3. M. B. Rubin, Cosserat Theories: Shells, Rods and Points, Kluwer, Dordrecht,
2000.

4. W. Nowacki; Theory of Asymetric Elasticity, Pergamon, Oxford, 1986.

5. K. Wilmanski; Thermomechanics of Continua, Springer, Heidelberg, 1998.

6. K. Wilmanski: Continuum Thermodynamics. Part I: Foundations, WorldScien-
ti…c, Singapore, 2008.

11


