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1 Wprowadzenie

1.1 Motywacja

Reakcja konstrukeji na obcigzenia dynamiczne ma wiele réznorodnych aspektéw prakty-
cznych. Wéréd nich mozna wyrézni¢ nastepujace:

1. reakcja na obciagzenia udarowe (wybuchy, kolizje z samolotami),

2. reakcja na obcigzenia sejsmiczne,

3. rezonans i zmeczenie przy obciazeniach cyklicznych (np. fundamenty pod maszyny)
i flatter (np. obciazenie wiatrem, Tacoma Narrow Bridge),

4. oslabienie izolacji akustycznej na skutek rezonansu z falg dzwiekowa.

Zmaczng czeSt tych zjawisk mozna opisa¢ analizujac czestotliwo$¢ drgan wihasnych i
thumienie konstrukcji przy pomocy modeli liniowych. Niektére problemy, jak flatter lub
sprzezenie modéw drgan (np. gietnych i skretnych) wymagaja modeli nieliniowych.

Szczegdlnie istotna w zagadnieniach liniowych jest analiza drgan witasnych. Aby wy-
jasnic cel takiej analizy wystarczy rozpatrzy¢ drgania punktowej masy m zawieszonej
na niewazkiej sprezynie o stalej sprezystoSci k. Jesli poczatek ukladu wspétrzednych
przyjmiemy w punkcie potozenia réwnowagi tej masy, a nastepnie wychylimy mase z tego
polozenia, to swobodne drgania masy opisuje réwnanie Newtona

d*x
m—- = —kx. 1
e (1)
Poszukujemy rozwigzania tego rownania w postaci harmonicznej
xr = xo + Asinwt, (2)

gdzie x( jest wychyleniem poczatkowym, a A — amplitudg drgan. Podstawienie do réw-
nania (1) daje warunek istnienia rozwiazan o postaci (2)

W= \/% (3)
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Ta wartoS¢ czestotliwoSci w jest nazywana wartoscia wtasng. Rozpatrzmy teraz drgania
tej masy wymuszone przez site okresowa P = Pysinpt. Réwnanie (1) musimy zasapi¢
nastepujacym

d*x

Mmooy = —kx + Py sin pt. (4)
Rozwigzanie szczegdlne tego réwnania rézniczkowego jest nastepujace
Po . P p p 1
T =-——-—sinpt = (—), (—) = . )
k — mp? L / w / w 1-2 (5)

Funkcja f jest przedstawiona na Rys. 01.
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Rys. 01: Amplituda drgah wymuszonych sprezyny: © = p/w.

Jest oczywiste, ze warto§¢ amplitudy drgan wzrasta w sposéb nieograniczony, gdy
warto$¢ czestotliwoSci zbliza sie do wartoSci wlasnej. Ten efekt nazywamy rezonansem.

Zwykle obcigzenia dynamiczne nie majg prostej postaci harmonicznej, wystepujacej w
powyzszym przykladzie. W wielu problemach praktycznych daje sie je jednak przedstawic
w postaci superpozycji wielu, czasem nieskonczenie wielu, funkcji harmonicznych. Ob-
ciazenie jest wtedy charakteryzowane zbiorem wielu czestotliwosci. Ten zbiér nazywamy
widmem. Jesli czestotliwosé wlasna nalezy do tego zbioru to musi si¢ pojawi¢ zjawisko
rezonansu.

Celem tych wykladéw jest analiza tych probleméw zaréwno dla uktadéw o skonczonej,
jak i o nieskonczonej (tzw. ukladéw ciagltych) iloSci stopni swobody.

1.2 Dynamiczne stopnie swobody, wiezy odksztalcalne

Stan przemieszczenia elementéw konstrukcji opisujemy w dynamice, podobnie jak w
zagadnieniach statycznych, przy pomocy zbioru pewnych wspétrzednych uogdélnionych.
Liczba niezaleznych wspélrzednych uogélnionych, niezbednych do okreslenia chwilowej
konfiguracji konstrukcji nazywa sie liczbg dynamicznych stopni swobody d. Jak wiadomo z
mechaniki ogélnej, punkt materialny ma w przestrzeni trzy stopnie swobody, na ptaszczyznie
— dwa stopnie swobody, tarcza sztywna w ruchu ptaskim ma trzy stopnie swobody, bryla
sztywna w przestrzeni ma szeS¢ stopni swobody, itd. Te elementy, wchodzace w sktad
modelu ustroju budowlanego sa powiazane z ostoja (podpory), a miedzy soba — wiezi-
ami. Te ostatnie moga by¢ odksztalcalne i wtedy nie zmieniaja liczby dynamicznych
stopni swobody, lub tez nieodksztalcalne, przez co nakladaja na ukiad wiezy kinematy-
czne. Liczba dynamicznych stopni swobody uktadu zlozonego jest réwna sumie lokalnych
stopni swobody pomniejszonej o liczbe ograniczen, wynikajacych z wiezow.
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Rys. 1: Przyktady dynamicznych stopni swobody

Ta liczba moze by¢ zmodyfikowana na skutek dodatkowych zalozen upraszczajacych,
ktore prowadza do dodatkowych wiezéw. Na przyktad, zalozenie, ze prety posiadaja je-
dynie odksztalcalno$¢ gietna, ale sa nierozciagliwe, wprowadza wiezi o przegubowych kon-
cach. Uproszczenie, ze skoncentrowana masa nie posiada bezwladnosci obrotowej prowadzi
na plaszczyznie do dwéch punktéw swobody (punkt materialny), a nie trzech. Przyktady
okreslania stopni swobody sa pokazane na Rys. 1.

Uklady dynamiczne dzieli si¢ umownie na dwie klasy

— o skonczonej liczbie stopni swobody (uklady dyskretne),



— o nieskonczonej liczbie stopni swobody (uklady ciggle).

Jest oczywiste, ze w ramach opisu makroskopowego wszystkie uklady powinny naleze¢
do drugiej klasy. Jednakze w wielu praktycznie waznych przypadkach przyblizenie uktadami,
nalezacymi do pierwszej klasy jest wystarczajace. Przeksztalcenie dynamicznego uktadu
ciagltego do ukiadu dyskretnego mozna otrzymac przez dyskretyzacje ciaglego pola ma-
sowego przy pomocy granulacji mas — dyskretyzacja fizyczna, albo zamiany réwnan réznicz-
kowych czastkowych przez réwnania rézniczkowe zwyczajne wzgledem czasu — dyskretyza-
cja matematyczna.

Jak juz wspominaliSmy, wiezi odksztalcalne, na przykiad prety sprezyste, nie zmieniaja
dynamicznej liczby stopni swobody. Do ich opisu wprowadza si¢ pojecie sztywnoSci. Szty-
wnoscig k izolowanej wiezi liniowo sprezystej nazywa si¢ stosunek uogdélnionej sity czynnej
() do odpowiadajacego jej uogélnionego przemieszczenia g (patrz Rys. 2). Odwrotnosc
sztywnosci 0 = 1/k nazywa si¢ podatnosciq. Zakltadamy, ze wiezi sprezyste sa sklero-
nomiczne (tzn. niezalezne od czasu).

A
& :j)
lo
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q=QU/38 q=QU/EA q =QU/48E]
8= 13/383 S+|/EA & = Y/48ED
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Rys. 2: Sztywnosc i podatnosc wiezi sprezystych

Dla uktadéw o skonczonej liczbie stopni swobody wlasnoSci sprezyste opisuja macierze
podatnoSsci i sztywnosci. Ich konstrukcje pokazujemy na przyktadzie belki swobodnie
podpartej (Rys. 3).

W przedstwaionym przyktadzie mamy zaleznosci

@ = 01Q1+ 01202, (6)
@2 = 021Q1 + 02202,

lub w postaci macierzowej

_ | @ | O dn2 | @
1=rQ q_{%}’ F‘[csﬂ 522]’ Q_{Qz]' @)
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Rys. 3: Belka opisana dwuelemntowym zbiorem wsplrzednych wogdlnionych

Macierz F jest nazywana macierzg podatnos$ci. Relacja odwrotna

Q1 = kuq + ki2ge, (8)
Q2 = kaqi + kg,

definiuje macierz sztywnosci K

kll kl?

Q = Kq, K:{ ., KF=FK=1. (9)
k?l k22

1.3 Podstawy mechaniki Lagrange’a

Przedmiotem opisu w mechanice Lagrange’a jest uklad N punktéw, ktérych stan w
danej chwili czasu jest opisywany przez wspéhrzedne uogélnione {qi,...,qsn} 1 pred-
koSci uogdlnione {qi,...,¢sn}. Wlasnodci takiego uktadu opisuje funkcja Lagrange’a
L(qi,...,q3n,G1,---,q3n). Zaklada sie, ze w ukladzie odosobnionym (tzn. w uktadzie
nie oddzialywujacym ze Swiatem zewnetrznym) funkcjonal dziatania

to
A:/.Mu (10)
t1

osigga ekstremum. W powyzszej calce chwile poczatkowa ¢; i koficowa t, sg tak wybrane,
ze znane jest potozenie wszystkich punktéw w tych chwilach tzn. {q; (t1),...,q3n (t1)},

{q:1 (t2),...,q3n (t2)} sa znane.
Warunki konieczne ekstremum wynikajg z pierwszej wariacji tego funkcjonatu

to 3N
2 oL oL
0A = / (—5a+—,5'a) dt = 11
t1 Z aQa 4 aQa 4 ( )

a=1

to 3N
2 oL d (0L oL
- [ (5 - 5 (5 ) ) dnee = 55,

1 =1

t2
= ()7

t1




dla wszystkich dopuszczalnych wariacji dg,. Wariacje te, aby byly dopuszczalne, musza
by¢ male, niezalezne i muszg znika¢ w chwilach t; i t5. Stad wynika

d (0L oL
_(8—%)_3—(]&_07 a=1,...,3N. (12)

Sa to réownania Lagrange’a — Fulera uktadu odosobnionego.

Mozna tatwo pokazac, ze funkcja Lagrange’a ukladu punktéw materialnych, opisy-
wanych w kartezjanskim ukladzie odniesienia, ma nastepujaca budowe (patrz, na przyktad,
podrecznik Landaua i Lifszica)

2

N
m;v; .
L:Z 5 ~U(ry(t),...,ex (1), ,v2:=vi-v; i=1,...,N, (13)

(2

gdzie m; jest masa czasteczki i, v; = v; (1) = I; (t) okresla wektor predkosci czasteczki i, a
r; = r; (t) jest wektorem polozenia czasteczki i. Pierwszy czlon okre§la energie kinetyczng
Ey,, a drugi — energie¢ potencjalng U = E, ukladu. Jak wida¢, w takim ukladzie odniesienia
zalezno$¢ funkcji Lagrange’a od polozenia czgsteczek r; i od predkosci ulega rozdzieleniu
na dwa addytywne czlony Ej i U. Réwnania (12) mozna wtedy napisa¢ w nastepujacej
postaci

ou

vi=——, i=1,...,N. 14
m;v or, 7 (14)
Jest to, oczywiscie, drugie prawo Newtona dla odosobnionego uktadu N czastek. Wektor
oU
ar, (15)

okresla catkowity site, z jaka N — 1 czasteczek uktadu oddzialywuje na czasteczke i. W
przypadku oddzialywan ze $wiatem zewnetrznym do tej sity nalezy dodac sile zewnetrzna
P?zt (I'Z‘, t)

O funkcji Lagrange’a robi sie zalozenie, ze jest ona niezmiennicza wzgledem translacji
czasu t — t + 0t, oraz translacji i obrotu przestrzeni, tzn. r — r+dr, dla translacji i
r — r+0¢p x r dla obrotu. Wariacje dt, or,0¢ sa stale, infinitezymalne i dowolne. Ten
warunek, wynikajacy z zalozenia o jednorodnosci czasu, oraz o jednorodnosci i izotropii
przestrzeni ruchu, prowadzi do zasad zachowania, odpowiednio, energii, pedu v kretu. Dla
uktadéw odosobnionych maja one postac

@<i:18_w"“L>‘°’ £§aw 0 GLEX g =0 (19

Tym samym dla funkcji Lagrange’a (13) mamy

N

N
Z Bmiv? +U (rz)} = E = const., ZP 0, Zri xP;=0. (17)
i=1

i=1

W powyzszych zwiazkach E oznacza catkowita energie ukladu odosobnionego (izolowanego).
Dwa pozostale warunki sa, oczywiScie, warunkam: réuwnowagi sit i momentu sit uktadu
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odosobnionego. Zwiazki te nie sa spelnione, gdy dzialaja sily zewnetrzne. Ich prawa
strona musi by¢ odpowiednio zmodyfikowana.

W zatosowaniach do dynamiki konstrukeji stosuje sie zwykle wspoétrzedne uogélnione,
wystepujace w réwnaniach Lagrange’a — Eulera. Mozna je wprowadzi¢ przez transformacje

ri:ri(ql,...,q;),N), ’lzl,,N (18)

Transformacja ta jest w powyzszej postaci odwracalna. Ogdlnie wymaga sie, aby catkowita
liczba n tych wspétrzednych nie byla mniejsza od ilosci stopni swobody d = 3N. Oznacza
to, ze macierz

{g;} i=1,...,N, a=1,....n, (19)
jest dodatnio okre§lona dlan =d, adlan > d
rank {gz] =d. (20)

Zamiana zmiennych prowadzi do nastepujacej transformacji funkcji Lagrange’a

L = Ek—U

arz. ari. o
fo= 33wy ()2 () -
1 (L o or ) ..
P> (Zmaqa_%> Guds = 2

a,f=1 \i=1

$ o 21 O
ZaQOz aQB ’

=1

1
- ;d'Ba, B

gdzie macierz bezwladnosct B ma wlasnosci

detB > 0 dla n=d=3N, (22)
detB = 0 dla n>d,

i B jest nieujemnie okreslona w drugim przypadku. Macierz bezwladnoSci B jest w
og6lnym przypadku funkcja wspétrzednych uogélnionych ¢, a to oznacza, ze funkcja La-
grange’a nie rozbija sie addytywnie na czlony zalezne tylko od predkoSci q = [d1, - . -, qn]T
i tylko od potozen q =gy, ... ,qn]T.

Dla uktadéw liniowych (q okresla mate odchylenie od zerowego stanu poczatkowego)
energia potencjalna U ma réwniez posta¢ kwadratowa. We wspotrzednych uogélnionych
ma ona postac

1
U=E,= 5qT -Kq, (23)

gdzie K jest macierzaq sztywnosci. Do jej konstrukcji przy pomocy sztywnoSci k, charak-
terystycznych dla kazdego stopnia swobody i odpowiedniej macierzy transformacji
A =[0r;/0q,) powrécimy pézniej.

Przy dyskretnym modelowaniu uktadéw ciagtych, takich jak uktady belkowe, pojawiaja
sie réwniez sity dysypatywne, zwigzane z lepko$cia materiatu lub tez dysypacja zewnetrzna
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(tarcie o podloze, rozpraszanie fal w gruntach itp.). W modelowaniu liniowym zaktada
sie zwykle, ze majg one potencjal, tzn. odpowiednia sita P, jest okreSlona zwigzkiem

Pv = 5. d = _élT : qu (24)

gdzie ® jest funkcjq ttumienia (fukcja dysypacji Rayleigha), C — macierzq ttumienia.
Zaktadajac, ze sily zewnetrzne P.,; posiadaja pseudopotencjal ¥ (praca wirtualna sit
zewnetrznych)
V=P, -q, (25)

mozemy uogolni¢ zlinearyzowane réwnania Lagrange’a-Eulera do nastepujacej postaci

doE, 0® 00U 0V

-+ =+ ——=—— = B4q+Cq+Kq=P,,, 26

dt ac.l + ac.l‘l' aq aq Q‘|‘ q_l_ q ext ( )

Do konstrukcji tych réwnan bedziemy wielokrotnie powraca¢ w dalszym ciggu tych

notatek. Zauwazmy jedynie, ze macierze bezwtadnosci B, ttumienia C i sztywnosci K sg
dla ukladéw liniowych stale i niezalezne od dynamiki i deformacji uktadu.

1.4 Przyklad ukiadu nieliniowego — wahadto

Rozpatrzmy prosty przykiad zastosowania zasady zachowania energii do analizy ruchu
uktadu odosobnionego. Przede wszystkim, jest oczywiste, ze energia potencjalna U nie
moze byt wigksza od energii catkowitej w takim uktadzie. Przedstawiono to schematycznie
na Rys. 4 dla przypadku ukladu, ktérego konfiguracje opisuje jedna zmienna r.

Un

.
r : : >
ll 12 13

Rys. 4: Energia potencjalna uktadu odosobnionego o jednym stopniu swobody
(schematycznie).

Uktad ten moze si¢ znajdowaé jedynie w stanach r z przedziatu [rq, 73] lub tez r > rs.
Wyjscie uktadu poza te przedzialy jest mozliwe tylko wtedy, gdy naruszymy jego izolacje.
Oznacza to, praktycznie, ze ruchy okresowe, jesli wogdle istnieja, muszg by¢ dla tego
ukladu ograniczone do przedziatu [rq,75]. Punkty koncowe takich ruchéw, r; i rq, sa
punktami, w ktérych U = E, energia kinetyczna jest zero, a predkoS¢ jednowymiarowa
przechodzi przez zero, tzn. zmienia kierunek.

Rozwazmy praktycznie wazne rozwiazanie takiego problemu dla wahadla matematy-
cznego. Oznaczenia sg przedstawione na Rys. 5.
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Rys. 5: Wahadto matematyczne

Jesli przez ¢, oznaczymy kat maksymalnego wychylenia wahadla, to zasada zachowania
energii przyjmuje postac

1 N2 B . do
om (lgb) +mgl (1 —cos¢) =mgl (1 —cosp,), ¢= o (27)
lub po uproszczeniu
dr— |- dé , (28)
29 /cos ¢ — cos ¢,

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie. Powyzszy zwiazek zawiera stynny rezultat Gali-
leusza, ze ruch masy w polu grawitacyjnym ziemi nie zalezy od wielkoSci tej masy.
Whiosek ten otrzymal Galileusz przy pomocy eksperymentu myslowego, ktéry po 2000
lat obalit podstawy fizyki Arystotelesa.

Przy catkowaniu zwiazku (28) korzystne jest przedstawienie funkcji trygonometrycznych
przy pomocy katéow potéwkowych. Dla okresu drgan T, tzn. dla czasu potrzebnego do
wykonania jednego pelnego wahnigcia otrzymujemy wtedy

o)
T - 2 _ L 49 _ (29)
sin 2\l g /o 2
2 1-— (sin%/sin%)
1
=4 i/ dy =27 i, k‘::sin@.
9Jo /1—E2y2\/1—y? g 2

Ta catka definiuje funkcje specjalna, nazywang, catkq eliptyczng pierwszego rodzaju, ktéra
jest stabelaryzowana. Wspoélczynnik y, okreslony tag catka, jest przedstawiony na Rys. 5.
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Rys. 5: Odchylenie od jednosci (wspdtczynnik x) we wzorze na okres wahadla

W przypadku malych wychylen |¢,| < 1 mozna calke eliptyczng latwo obliczy¢

(I=Fy)(1-y?) =~ (1-y%)

tzn. x = 1. Ten wynik jest znany z elementarnych rozwazan fizycznych.

Zwréémy jeszcze uwage na fakt, ze okres drgan jest odwrotnoScia czestos$ci kotowej
drgan w = 27/T. Ten fakt byt prawdopodobnie wykorzystywany do niezwykle doktad-
nego okreslenia jednostki dlugoSci juz w czasach poprzedzajacych wprowadzenie przez
czlowieka pisma, a wiec 6-7 tysiecy lat temu! Sltynne konstrukcje Stonehenge shuzyty
prawdopodobnie do pomiaru czasu w oparciu o ruch planety Wenus, a ten z kolei okreslat
jednostke diugosci — jard megalityczny — przy pomocy dlugoSci wahadta.

1.5 Dynamika bryly sztywnej

Na zakonczenie uwag wstepnych przypomnimy krétko podstawowe pojecia dynamiki bryty
sztywnej. Brylg sztywng nazywamy uktad punktéw, ktérych odleglosci w czasie ruchu nie
ulegaja zmianie, tzn. dla dwéch dowolnie wybranych punktéw ry, ra, |r; — ro| = const.
Jesli przez p oznaczymy gestosc masy bryly, to polozenie srodka masy ry jest okreslone
zwigzkiem

Mry = / prdV, M = / pdV, (31)
14 |4

gdzie calkowanie jest rozciagniete na calg bryle V. Ruch punktéw bryly sztywnej r ()
mozna opisa¢ jako superpozycje ruchu postepowego Srodka masy rg (t), ktéry spekia
réwnania Newtona

Mig =P, (32)

gdzie P jest catkowity silg zewnetrzna, dzialajaca na bryle, oraz tak zwanego ruchu kulis-
tego wokot osi chwilowego obrotu, przechodzacej przez $rodek masy. Z uwagi na warunek
sztywnosci bryty, ktéry mozna napisa¢ w postaci

(r—rg)-(r—rg) =const — (r—rg)-v=0, v:=r—r, (33)

tzn. v jest predkoScig ruchu wzglednego wzgledem $rodka masy. Predko$¢ v mozna
napisa¢ w postaci
v =wx(r—ryp), (34)
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gdzie wektor predkosci katowej w jest taki sam dla wszystkich punktéw bryly i okresla
chwilowg predkos¢ katowa w plaszczyznie prostopadtej do osi chwilowego obrotu o kierunku
okreSlonym przez w. W kartezjanskim ukladzie wspotrzednych, ktérego poczatek lezy w
srodku masy i ktéry porusza sie z bryla mamy

Vg = EpimWiTm, T —Tog=T;€;, W = W€, (35)

gdzie ey, jest symbolem permutacyjnym. Wspélrzedne z;, w przeciwienstwie do wek-
torow bazy e;, nie zmieniaja si¢ w czasie.

Dowdd zwigzku (34) jest oparty na obserwacji, ze kinematyka bryty sztywnej wynika
catkowicie z kinematyki trzech dowolnie wybranych punktéw, nie lezacych na jednej linii
prostej. Poniewaz ich odleglosci nie ulegaja zmianie mamy

vy —ry] = const = (rj—ry)-(F;1—13)=0 —

= (Fp —T3) = wqa X (r; —13),

ri—r3y = const = (ri—r3)-(F1—13)=0 =

= (f1 —T3) = wiz X (r; —13),
vy —r3] = const = (rg—r;) (fa—13) =0 =—
— (fy — I'3) = wag X (ry —r3).
Eliminacja predkosci z tych trzech zwiazkéw prowadzi do zaleznoSci
wig X (r] —r3) —wis X (r; — ry) = woz X (rg —r3),
lub po przeksztalceniu
(w13 — wi2) X 11 + (W12 — Wa3) X Iy + (wo3 — wy3) X r3 = 0. (36)
Ten zwiagzek zachodzi dla dowolnego wyboru ry, ro, r3 tylko wtedy, gdy
Wip = W13 = Waz =: W, (37)

gdzie wektor w jest niezalezny od wyboru punktu. Wynikiem jest wzér (34).
Ped p i kret k bryly sztywnej sa okreslone wzorami

p = /pde:Mfo, (38)
v

k = /prxidV:roxp—l-/,O(I'—I'o)x[wx(r—ro)]dva
v

v

gdzie wykorzystano fakt redukcji wzgledem $rodka masy. Ostatnia calke mozna przeksz-
talci¢ nastepujaco

/Vp(r—ro) X [wx (r—rg)]dV =

:/p[(r—ro)-(r—rg)w—w-(r—ro)(r—ro)]dV:Jw,
1%
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J ::/Vp[(r—ro) (r—rp)1—(r—1r9) @ (r —rp)] dV, (39)

gdzie J jest tensorem momentow bezwladnosci bryty sztywnej. W uktadzie wspéirzednych
kartezjanskich poruszajacym sie z bryla ("zamrozonym" w bryle) mamy

J :Jijei X €;, Jz = / P (l’ml'm(;” — $z‘$]‘) dVV, (40)
|4

gdzie e; (t) sa ruchomymi wektorami jednostkowymi bazy. Ich zalezno$é od czasu wynika
latwo z zaleznosci
(l’zez) = EjjlW;TLe; — éZ = &jjkW ;€. (41)

Roéwnania ruchu bryly sztywnej wynikaja teraz tatwo z zasad zachowania pedu i kretu

p = Mi=P, (42)
k = (Jw) =M,

gdzie M oznacza catkowity moment sit zewnetrznych wzgledem $rodka masy. Wykorzys-
tanie zwigzku (41) w (42) prowadzi do réwnan Eulera ruchu kulistego

Jijdjj + €¢ijjmwkwm = M;. (43)

Sprawdzmy jeszcze, jaka energie posiada bryta sztywna. Poniewaz energia potencjalna
zalezy wylacznie od odleglo$ci punktow bryly, a te nie ulegaja zmianie, wiec U musi by¢
stale. Bez utraty ogélnosci mozna przyja¢ U = 0. Pozostaje tylko energia kinetyczna

1
Ey = /—,01'“~I"dV:
v 2

= /V%p(i*o—l—wx (r—rg)) - (fp+wx (r—rp))dV =

= %Mi'g-i'ojt/v%p(wx(r—rg))-(wx(r—ro))dV:

= leo-i'ojL}w-Jw. (44)
2 2
Pierwszy czlon opisuje, oczywiscie, energie kinetyczng ruchu postepowego, a drugi —
ruchu kulistego.
W dalszym ciggu stosowa¢ bedziemy te zwigzki gtéwnie w uproszczonych przypadkach
dwuwymiarowych. Dla takiego ruchu bryly sztywnej (tarczy!) mamy wtedy w uktadzie
wspotrzednych kartezjanskich

Ir'o=2Xg (t) e+ Yo (t) €y + zp€3, W =w (t) €3, (45)

gdzie (zo,yo) sa wspohrzednymi Srodka masy bryly sztywnej, poruszajacego sie po plasz-
czyznie zy = const prostopadtej do wersora e3, a w = ¢ (¢ — kat obrotu) jest predkoScia
katowa ruchu obrotowego bryly wokoél osi prostopadiej do tej plaszczyzny. Roéwnania
ruchu, z ktérych wynika postac trzech funkcji opisujacych ruch sa nastepujace

Mg = P,, Mio=P,, Io=M., J= / p(* +y?)dv, (46)
174
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gdzie poczatek ukladu wspéhrzednych (x,y), wystepujacych w definicji biegunowego mo-
mentu bezwtadnosci J, jest wybrany w érodku masy bryly. P,, P, sa wspélrzednymi sity
wypadkowej, a M, jest momentem wypadkowym. Energia kinetyczna, a wiec i funkcja
Lagrange’a, jest w tym przypadku dana wzorem

E, =L =~ (Mij+ My + J°). (47)

1
2
2 Uklad o jednym stopniu swobody

2.1 Modele tlumienia

Thumienie drgan uktadéw mechanicznych wynika, jak juz wspominalismy, z dwdéch réznych
powodow. Pierwszy z nich jest zwigzany z wlasnoSciami materialow, z ktérych jest wyko-
nana konstrukcja. Materialy te moga posiadaé¢, obok sprezystych, istotne wlasnosci lepkie,
a te prowadza, jak zobaczymy, do thumienia drgan. Drugi powéd moze byt zewnetrzny.
Moze to byt kontakt, réwniez celowy, z urzadzeniem tlumigcym drgania, ale moze to by¢
réwniez naturalny kontakt ze $rodowiskiem (powietrzem, gruntem, itp.), ktére przejmuje
nieodwracalnie czgS¢ energii z konstukcji i tym samym powoduje ttumienie drgan.

Rozwazania dotyczace thumienia rozpoczniemy od analizy prostego modelu reolog-
icznego, modelu Voigta, sktadajacego sie z réwnolegle potaczonych sprezyny i tloczka
(patrz Rys. 6).

k

G
Rys. 6: Model Voigta

W modelu tym naprezenie w sprezynie jest proporcjonalne do odksztalcenia € i wspélczyn-
nikiem proporcjonalnoSci jest sztywnosc k, a w tloczku naprezenie jest proporcjonalne do
szybko$ci odksztalcenia é = de/dt ze wspoélczynnikiem lepkosci ¢. Poniewaz elementy
sg polaczone réwnolegle, wiec maja to samo odksztalcenie, a naprezenie catkowite o jest
sumg naprezen obu elementéow. Mamy wiec

o = ke + cE. (48)

Zwiazek ten mozna rozumie¢ dwojako. Z jednej strony moze on by¢ interpretowany jako
jednowymiarowy zwiazek materialowy (konstytutywny) miedzy odksztalceniem i napreze-
niem. Istnieja jego uogdlnienia tréjwymiarowe i materialy, ktére spelniaja taki zwiazek
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nazywaja sie lepkosprezystymi. 7 drugiej strony mozna go traktowac jako zaleznos§¢ miedzy
wspotrzednymi uogdlnionymi i odpowiednimi sitami w ukladzie dyskretnym. W takim
znaczeniu bedziemy stosowali ten zwigzek w nastepnych czeSciach tych notatek. W tym
punkcie oméwimy kilka wlasnoSci materialu przy pierwszej interpretacji.

Potraktujmy zwiazek (48) jako réwnanie dla odksztalcen € przy zadanych naprezeniach
o (t). Rozwiazemy to réwnanie metoda uzmienniania stalej. Zalézmy

e=A(t)e™. (49)
Podstawienie w (48) daje
1 C . 1 t
r = T X Ca (t)e (50)

Wspdtezynnik 7 nazywa sie czasem opdznienia. Scalkowanie prowadzi do rozwigzania

t
e(t) = 606_5 + %/ o(t—mn) e_lfldn, (51)
0

gdzie g jest poczatkows deformacja materiatu. Jak wida¢ aktualny stan deformacji
e (t) zalezy nie tylko od aktualnego stanu naprezen, jak to ma miejsce dla materialéw
sprezystych, lecz od calej historii naprezen w przedziale od 0 do t. Ten efekt nazywa
sie pamiecig materialu. Obecnos¢ funkcji wyktadniczej pod catka powoduje, ze material
pamieta naprezenia w odleglej przeszlosci gorzej, niz te w blizkiej. Dlatego nazywa si¢ go
materialem o zanikajgcej pamieci.

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny stalego obciazenia oy. Wtedy, po obliczeniu catki
we wzorze (51) otrzymujemy

e(t) = % (1 . e*i) . (52)
Funkcj
Je . (t)
e () = P (53)

nazywa sie funkcjq petzania. Dla modelu Voigta jest ona przedstawiona na Rys. 7.

1

0.8

0.6

0.44

0.2

0 : 3 3 i 3
t

Rys. T: Funkcja petzania ke (t) dla modelu Voigta
Fukcja ta odgrywa wazng role praktyczna, gdyz mozna ja mierzy¢ w prostych ekspery-

mentach.
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2.2 Drgania wlasne

Przechodzimy do badania réwnania opisujacego drgania liniowego ukladu o jednym stop-
niu swobody. W przypadku wystapienia tlumienia model Voigta opisany powyzej okresla
site kinetyczng dzialajaca na uklad jako ¢ + kgq. Roéwnanie drgan swobodnych (bez
dzialania sity zewnetrznej) jest wtedy opisane réwnaniem

mq+ cq+ kq=0. (54)

Przykladowo ruch masy skupionej m (ugiecie belki w $rodku przesta, ¢) umieszczone;
w érodku rozpietoéci belki swobodnie podpartej (Rys. 8) jest opisywany réwnaniem, w
ktérym k = 48FE1/13. Wspétezynnik thumienia musi by¢ okreslony dodatkowo i do tego
problemu powrécimy nieco pézniej. Latwo sprawdzi¢, ze czestos¢ drgan belki bez thu-
mienia wynosi ways, = 6,92824/EI/ml3. Dla belki z ciaglym rozkladem masy otrzymuje
Sie Weige = m21/E1/ml3. Problem ten omawiamy w dalszej czesci kursu.

i

e I

Rys. 8: Drgania swobodne belki z masq skupiong

N

Przystepujemy do rozwiazania réwnania (54). Jest to réwnanie liniowe o stalych
wspétezynnikach. Szukamy wiec rozwigzania o postaci ¢ ~ e™. Podstawienie tej funkcji
w (54) prowadzi do réwnania charakterystycznego

mr® +cr +k = 0. (55)

Posta¢ rozwiazan tego réwnania zalezy od wartoSci wyréznika A

C

2vVEkm’

A=c—dkm=—4km (1 -0o%), a:= (56)
gdzie liczbe o nazywamy liczbg ttumienia.

1. Dla liczby tlumienia @ > 1 wyréznik A jest dodatni i ogélne rozwigzanie problemu
ma postac

qg= Aexp (—w (a +Va?— 1) t) + Bexp <—w (a —Va? — 1) t) , W= %, (57)
gdzie A, B sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi nieréwnymi réwnoczesnie zero. Poniewaz
va?2 — 1 < a wiec dla dodatnich a oba wyktadniki sg ujemne. Oznacza to, ze rozwigzanie
q jest monotonicznie malejg funkcja czasu. Na skutek duzego ttumienia drgania nie wys-
tapig. Jest to tzw. tlumienie aperiodyczne, a ruch nazywa sie ruchem petzajgcym.

2. Dla liczby tlumienia o < 1 wyréznik A jest ujemny i pierwiastki réwnania (55)
maja postac

k
rae=-—awti, wi=4/—, o :=wVl-al (58)
m
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Rozwigzanie jest wtedy nastepujace
g = efawt (Aeiw’t + Befiw’t) ’ (59)

gdzie, w przeciwienstwie do poprzedniego przypadku, stale A, B sg teraz liczbami ze-
spolonymi.
Oczywiscie, wykorzystujac zwiazki

) .. ! . .
e“t = cosw't +isinw't, e ™' =cosw't —isinw't, (60)
mozemy to rozwigzanie napisaé w wygodniejszej postaci

qg=¢e

—awt (

gecosw't + gssinw't) (61)

gdzie oznaczyliSmy

—A+B, ¢ =i(A-B). (62)

Poniewaz to rozwigzanie musi by¢ rzeczywiste, a wiec i nowe state q., ¢s muszg by¢ rzeczy-

wiste, wigc otrzymujemy nastepujace ograniczenia na stale w rozwigzaniu zespolonym
(59)
ReA=ReB, ImA=-ImB. (63)

W praktycznych zastosowaniach zapisuje sie rozwiazanie (61) réwniez w innej postaci.
WprowadZzmy oznaczenia

qc = (amq) cosy,  qs = (amq) cos 1. (64)

Odwracajac te zwiazki otrzymujemy

(amq) = \/q? + ¢%, 1 = arctan q_ (65)

Pierwsza stala jest nazywana amplitudg drgan, a druga przesunieciem fazowym. Pod-
stawienie w (61) i proste przeksztalcenie prowadzi do nastepujacej postaci rozwigzania

q = e " (amgq) sin (W't + 7). (66)

Rozwigzanie to jest schematycznie przedstawione na Rys. 9.

0.5 T
‘HH-"'«.
0 g \/ _\_45— =5
-0.51

_1-

Rys. 9: Drgania wlasne ttumione: wychylenie w funkcji czasu (schematycznie)
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Jak wida¢, czes¢ wykladnicza rozwigzania, spowodowana thumieniem, wywoluje zm-
niejszanie si¢ w czasie maksymalnych i minimalnych wartosci wychylenia. Musi ono leze¢
pomiedzy obwiedniami pokazanymi na Rysunku. Jednocze$nie punkty zerowe powtarzaja
sie¢ okresowo, a dlugos¢ tego okresu wynosi
I L S r (67)

w wvl—a?2 V1-—a?
gdzie T jest okresem drgan niettumionych (o = 0). Oczywiscie 77 > T, tzn. ' <
w. Z powodu malenia maksiméw w czasie funkcje opisujacg drgania wlasne nazywamy
funkcja pseudookresowq. Malenie wychylenia wywotane thumieniem wygodnie jest opisac
stosunkiem wychylen odlegltych o pseudookres T”. Definiujemy

B q(t) 27«
YT T VIR

i wielkoS¢ ta jest nazywana logarytmicznym dekrementem ttumienia. Dla wielu konstrukeji
mozna ja mierzy¢ tatwiej niz wspoétczynniki ¢ lub a. Przyjmuje sie orientacyjnie nastepu-
jace wartosci

-9 =0,3+0,4 dla zelbetowych ramowych fundamentéw pod maszyny,

— 19 = 0,050, 15 dla stalowych ramowych fundamentéw pod maszyny,

-9 =0,6+0,7 dla fundamentéw blokowych na gruncie.

Oczywiscie, w razie potrzeby mozna liczbe tlumienia o wyrazi¢ przez logarytmiczny
dekrement ttumienia 9 9

VAr? + 92 T on

gdzie druga czeé¢ zwiazku wynika z faktu, ze ¥* < 4n% ~ 39,4784 dla wiekszosci kon-
strukcji budowlanych.

(68)

(69)

=

2.3 Drgania wymuszone

Rozwazmy ponownie uklad o jednym stopniu swobody, ale tym razem drgania sa wymu-
szone silg zewnetrzng. NajczeScie] w zastosowaniach jest to albo sita okresowa, pochodzaca
od urzadzenia, w ktorej ruch obrotowy jest zakhicany przez mimosrdd, albo tez jest to
sita udarowa. Ten drugi przypadek rozwazymy w tych notatkach jedynie marginesowo.
Zacznijmy od przypadku pierwszego. Liniowe réwnanie ruchu ma w tym przypadku postac

mq + c¢q + kq = P, sinpt + P, cos pt, (70)

gdzie P, P. sy stalymi wspétczynnikami, a p oznacza zadang czestotliwos¢ sity wymusza-
jacej. To niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe ma rozwigzanie, ktére jest sumag
ogolnego rozwigzania ¢y réwnania jednorodnego i szczegdlnego rozwigzania ¢; réwnania
niejednorodnego. OczywiScie, rozwigzanie réwnania jednorodnego gy ma postac (66), tzn.

go = (amgo) e sin ('t + ) ,

i nie jest ono interesujace po dlugim czasie, gdyz zanika w wyniku tlumienia. Rozwigzania
szczegblnego réwnania niejednorodnego poszukujemy w postaci

q1 = Qs sin pt + Q.. cos pt, (71)
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gdzie stale Qs, Q. nalezy wyznaczy¢ z réwnania. Podstawienie w (70) prowadzi do zwigzku
[(k — mp2) Qs — pcQ. — PS} sin pt + [(k‘ — mp2) Q¢ + pcQ. — Pc} cospt = 0. (72)

Poniewaz zwiazek ten musi zachodzi¢ dla dowolnych czaséw wiec wspétezynniki przy sin pt
i cos pt muszg znika¢ niezaleznie. Otrzymujemy

Q.(1- (1)) -+2e. -
ngs + Qe (1 - (5)2) =

Wspétezynnik thumienia v = 2« zalezy od typu konstrukeji i jego typowe wartosci sg
zestawione ponizej.

Wspélczynnik tlumienia v

konstrukcje | vy

stalowe 0,010 = 0,025
drewniane | 0,030 = 0,050
murowane | 0,040 = 0,080
zelbetowe 0,050 = 0.100

Uktad dwéch réwnan (73) dla Qs, Q. ma nastepujace rozwiazanie

Qs hP, + h'P., (74)
Qc = _h/Ps + hPa
gdzie funkcje podatnosci dynamicznej h,h' sg zdefiniowane wzorami
V2 D2 v p 1
h::— 1— (—) , h/ ==, = .
k ( w ) Ko 2 ’ (75)
(1 — (E 72 (2

wielko$¢ bezwymiarows v nazywamy wspdtczynnikiem dynamicznym. Jego zmiany dla
wspélczynnika ttumienia v = 0, 0,3, 0,5 pokazane sg na Rys. 10. Te krzywe nazywa
sie rezonansowymi. Jest oczywiste, ze dla v = 0 punkt p = w jest punktem osobliwym
— amplituda drgan ro$nie do nieskonczonosci. To zjawisko nazywamy rezonansem. Dla
wspotczynnika v # 0 warto§¢ amplitudy w punkcie rezonansu jest skoficzona. ale wyraznie
wieksza, niz poza tym punktem.
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15 3
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Rys. 10: Krzywe rezonansowe dla v =0, 0,3, 0, 5.
O3 pozioma: x = p/w, 0§ pionowa: v.

Wykorzystujac wzory (74) otrzymujemy nastepujaca postaé calki szczegdlnej réwnania

drgan
v P\?2\ . D
q = Ps— 1-— (—) sinpt — y—cospt| +
k w w

vp. P\?
+Pc? [fy; sin pt (1 — (;) ) cospt] . (76)

Wykonajmy podstawienie

D2
1 (—) —  Hcost, (77)
w
72 = Hsinvy,
w
to znaczy
H = 1 1) = arctan i (78)
=, = - £)2.
Otrzymujemy
v v
Q= Ps% sin (pt — ) + Pc% cos (pt — ). (79)

Kat ¢ nazywamy opdinieniem fazowym. W przypadku bez tlumienia v = 0 mamy,
oczywiscie, 1) = 0. Natomiast w przypadku rezonansu p = w op6znienie fazowe 1) = 7/2.
W przypadku wysokich czestoSci drgan wilasnych w czesto$ci drgan wymuszajacych p
sg naogol mniejsze, niz czestosci drgan wiasnych. Takie konstrukcje nazywamy wysoko
strojonymi. 7 tego powodu obszar p/w < 1 nazywa sie obszarem wysokiego strojenia
(patrz Rys. 11). W przeciwnym przypadku méwimy o obszarze niskiego strojenia. Kon-
strukcje nisko strojone sg praktycznie mniej korzystne, niz konstrukcje wysoko strojone,
gdyz kazde przejscie drgan wymuszajacych przez rezonans powoduje powstanie niebez-
piecznych stanéw konstrukcji.
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wysokie strojenie

niskie strojenie
0.57

DUT0Z 04 0B 08 1 12 14 18 18 2
H

Rys. 11: OpdZnienie fazowe v dla v = 0,3 w funkcji x = p/w.

3 Uklady o wielu stopniach swobody

3.1 Trzy przyklady ukiadéw z dwoma zmiennymi uogdélnionymi

Aby umotywowa¢ dalsze rozwazania rozpatrzymy trzy proste przyktady uktadéw sprezys-
tych.

1) Rozwazmy drgania dwich jednakowych mas m zawieszonych szeregowo na sprezy-
nach o tej samej sztywnoéci k (Rys. 12).

T,

" Rys. 12: Uklad dwdch sprezyn

Latwo sprawdzi¢, ze zasada d’Alamberta prowadzi do nastepujacych réwnan ruchu dla
tego uktadu

mG = —kqa+k(@—q), (80)
mgs = —k (Q2 - Q1> )

gdzie q1, g2 sa pionowymi wychyleniami mas od stanu réwnowagi. Poszukujemy rozwigza-
nia w postaci
@ = Qrsinwt, g = Qasinwt. (81)

Podstawienie do (80) daje

(2]{7 — mw2) Ql — kQQ = 0, (82)
—kQy + (k — mwz) @1 = 0.
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Jest to jednorodny uktad réwnan, ktory posiada niezerowe rozwigzania, gdy znika jego
wyznacznik. Prowadzi to do nastepujacego réwnania charakterystycznego

2
w* — 3£w2 + (£> =0. (83)
m m

sos(E) »

jest dodatni, a wigec otrzymujemy dwa rozwiazania dodatnie dla czestotliwoSci w

3+vV5 [k
w= 5 \/; (85)

Odpowiadajg one dwém modom drgan, ktérych réznica staje sie widoczna, gdy przeana-
lizujemy amplitudy. OczywiScie, wielkos$ci ()1, ()2 nie da sie wyznaczy¢ z jednorodnego
ukladu réwnan (82). Natomiast ich stosunek jest nastepujacy

Q2 g_ M 2 1;2§<07 dlaw:\/?’Jr_ﬁ/g\/%7 36
Q- TR —1+2“/5>0, dlaw:\/—3_2‘/g\/z. 0

Oznacza to, ze masy drgaja z wychyleniem w tym samym kierunku — zgodnie w fazie — z
nizsza czestotliwoscia, a z wychyleniem w przeciwnym kierunku — w przeciwnej fazie — z
wyzsza, czestotliwoscia,.

2) Jako drugi przyktad rozwazymy dwie jednakowe masy m drgajace swobodnie na
belce sprezystej (patrz Rys. 13).

Jego wyznacznik

Rys. 13: Drgania swobodne dwdch mas na belce sprezystej

Roéwnania drgan swobodnych tego ukitadu wynikaja z ogélnych réwnan dla ukladu
sprezystego
Bi+Kq=0, q=(q,9)", B=[mm]|, (87)
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gdzie [...] oznacza macierz diagonalna, a K jest macierza sztywnosci, ktéra trzeba wyz-
naczy¢. Zrobimy to metodg sit. Wspélrzedne wektora Kq okre$laja sity Q w punktach
zaczepienia mas, ktére powoduja w tych punktach ugiecia réwne ¢;, go. Mamy wiec

G = Q1011+ Q2012, (88)
@2 = Q1021 + Q2092,

gdzie d;; sa przemieszczeniami wirtualnymi od sit Q; = 1. Zgodnie ze wzorami Mohra
mamy
3L 37T
M;M;
0ij = ——dx. 89
J 0 EI £z ( )

Latwe obliczenia daja dla macierzy podatnosci

8 71 B 0,4444L 0,3889L;
_ 1 L ) E ’ E
D [045] [7 8] 18E1 [0,3889% 0,4444%]’ )

q = DQ,

Macierz odwrotna, tzn. macierz sztywno$ci K, KD = 1, jest nastepujaca (obliczona
przy pomocy kodu Maple 7)

8 —T7 | 6EI 9,60 —8,40 | EI
K‘[—? 8 ] 508 _[—8,40 9,60 }1_3' (1)
Ostatecznie réwnania ruchu przyjmuja postac
. ET EI
mag, + 9, 6Ol—3q1 -8, 40l—3qz = 0, (92)
. ET ET
mdqs — 8, 4OZ—SQ1 + 9, 601—3(]2 = 0.
Poszukujemy rozwigzania w postaci
q1 = Arsinwt, ¢ = Apsinwt. (93)
Podstawienie w (92) daje
ET ET
(—mw2 +9, 601—3) A — 8,40l—3A2 = 0, (94)
ET ET
—8,40— A1 + <—mw2 + 9,601—3) Ay = 0.
Tak, jak w poprzednim przyktadzie, dostajemy réwnanie charakterystyczne
ET\? ET\?
2
-9,60— ) —(8,40— ) =0. 95
(w ’ ml3) < ’ ml3) (95)

Rozwigzaniem sg dwie czestotliwosci dodatnie

[ ET | ET
W(l) = 1.095 W’ (,U(Q) = 4.2447 ﬁ (96)

Odpowiadaja one dwém modom drgan, naszkicowanym na Rys. 14, ktére wynikaja z
oszacowania amplitud ze wzoréw (94).
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mod 1

mod 2

Rys. 14: Mody drgan wtasnych belki z dwoma masamzi

Trzeci przyktad pokazuje sposéb rozwigzania problemu, w ktérym ilo§¢ dynamicznych
stopni swobody d (w naszym przykladzie d = 1) jest mniejsza od iloéci wspétrzednych
uogoélnionych n (w naszym przykladzie n = 2). Przyklad ten jest pokazany na Rys. 15.

l E s pt
m

Z & L 77
2 -
5l q,=1
51 g-=1

Rys. 15: Uklad 2z d=11in=2
Macierz bezwladnoSci jest w tym przypadku osobliwa
B = diag (m,0). (97)

Tak, jak w poprzednim przykiladzie, macierz podatnosci obliczamy z rozkladéw mo-
mentéw dla, odpowiednio, ¢; = 11 ¢ = 1, pokazanych réwniez na powyzszym rysunku.
Wykorzystujac wzér Mohra otrzymujemy (analitycznie)

8 7 3 8 —T7| 6EI
D= e K=D1= C—_
[ 78 ] 8EI [ 7 8 ] e (98)
Tym samym réwnania ruchu maja postac
. ET ET
mqy + 9601—3(]1 — 840l—3QQ = 0, (99)

EIl El )
—8.40l—3q1—|—9.601—3q2 = Fysinpt.
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Eliminacja g prowadzi do nastepujacego réwnania dla ¢

EI
md, + 2.251—3q1 = 0.875F, sin pt. (100)

Szukamy rozwiazania szczegélnego tego rownania w postaci
¢1 = Asin pt. (101)
Po podstawieniu do (100) otrzymujemy natychmiast nastepujaca warto$¢ amplitudy A

0.875F

= 102
2.2550 — mp? (102)

Daje to rozwiagzanie problemu. Jednocze$nie tatwo sprawdzi¢, ze czestotliwos¢é drgan
wiasnych jest nastepujaca
ET
w=14/2.25—7;, 103
- (103)

i dla czestotliwosci wymuszajacej p = w pojawia si¢ rezonans.

3.2 Drgania wlasne

Przejdziemy obecnie do analizy réwnania (26), opisujacego ruch ukladu o n stopniach
swobody. Rozpatrzymy najpierw przypadek drgan wlasnych, tzn. P.,; = 0 i pominiemy
wplyw tlumienia. Szukamy wiec rozwigzan nastepujacego réwnania

Bq + Kq = 0, tzn. Z (bwqj + kiij) = O, 1= 1, e, N (104)

Jj=1

Dla uproszczenia rozwazan zakladamy, ze n jest identyczne z iloScig stopni swobody choé
uogdblnienie na przypadek n > d nie jest trudne.
Rozwigzanie w postaci drgan harmonicznych ma postac

q = q,sinwt + qe.coswt, tzn. ¢; = gy sinwt + g coswt, (105)

gdzie wektory qs, q. sa state i dowolne. OczywiScie, mozna to rozwigzanie réwniez zapisac
W postaci

g = (ama);sin (Wt +,),  (ama); = /¢ + ¢4, ¥, =arctan . (106)
Qsi
Podstawienie w réwnaniu (104) daje
(K—w’B) (amq) = 0. (107)

Jest to jednorodny uklad réwnan algebraicznych na wielko$¢ amplitudy (amq). Tego
rodzaju problemy algebraiczne nazywa si¢ uogdnionymi problemamsi na wartosci wiasne.
Wielko$ci w? nazywa sie wartosciami wlasnymi, a odpowiadajace wektory (amq) — wek-
torami wtasnymi. Problem jest uogdlniony, gdyz macierz B, w przeciwienstwie do zwyktych
probleméw wilasnych, nie jest jednostkowa (B # 1, tzn b;; # d;;). Problem posiada
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nietrywialne rozwiazania (tzn. (amq) # 0), gdy wyznacznik macierzy jego wspétczyn-
nikéw jest réwny zeru

det (K—w’B) = 0. (108)
Rozpisany dla poszczegdlnych zmiennych ¢; ma on postac
ki —w?bnyy o ki — Wb,
: . . —0. (109)
knl - w2bn1 e knn - w2b7m

Wynikajace stad réwnanie na w? jest rzedu n i, zgodnie z podstawowym twierdzeniem al-
gebry, posiada n rozwigzan. Ze wzgledu na dodatnia okreslono$¢ macierzy K i B rozwiaza-
nia te sg rzeczywiste i dodatnie. Tym samym pierwiastki kwadratowe, okreSlajace w sa
rzeczywiste. Wybieramy tylko te ze znakiem plus. Wygodnie jest je uporzadkowac

0< W) Swe) < S we- (110)

Przypadki wielokrotnych pierwiastkéw (wartoSci wiasnych), tzn. przypadek, gdy dla
pewnych k, w) = wk41) wymaga prostej analizy dodatkowej, ktérg pomijamy w tych no-
tatkach. Mozna ja znalez¢, na przyklad, w rozdziale Langera (patrz literatura) na temat
dynamiki ustrojéw pretowych.

Kazdemu rozwigzaniu w) odpowiada amplituda drgan (amq) zadana przez réwna-
nia (107). Jak juz wspominaliémy nazywamy jg wektorem wlasnym i oznaczamy w*)
dla kazdej wartosci wlasnej w). Ze wzgledu na jej interpretacje fizyczng wielko$¢ wy
nazywamy czestotliwoscig drgan wtasnych formy k. Jest oczywiste, ze dla wybranej czes-
totliwosci w) réwnania (107) nie okre$lajg jednoznacznie wektora wlasnego wk) | gdyz
uktad réwnan (107)

(K—w(yB) w® =0, (111)

jest jednorodny. Tg wlasnos¢ widzieliSmy juz w przykladach, rozpatrywanych na poczatku
teé()) rozdzialu. Jednakze, jeSli wybierzemy dowolnie jedng ze wspéirzednych, na przykiad
wy, to pozostale n — 1 wspéirzednych wynikaja juz jednoznacznie z niejednorodnego
ukladu n — 1 réwnan wybranych dowolnie spoéréd n réwnan (111).

Poniewaz uktad réwnan (107) jest liniowy, wiec dowolna kombinacja rozwigzan o
réznych czestotliwoéciach i odpowiadajacych im wektorach wiasnych w®) jest réwniez
rozwigzaniem tego uktadu

gi =Y Agw” sin (wgyt +1);) . (112)
k=1
To przedstawienie rozwigzania nazywamy spektralnym, a macierz diagonalng, utworzona
z kwadratéw czestotliwosci
) 2
Q= [why, Wi (113)

nazywamy macierzq spektralng. W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze jest ona rzedu
n.

Wektory wlasne posiadajg pewne wiasnoSci uzyteczne w analizie drgan. Wybierzmy
pewng czestotliwosS¢ w) i pomnézmy skalarnie zwigzane z nig réwnanie przez wektor
wlasny w), [ # k. Mamy

wl) . Kw® = w%k)w(l) -Bw®, (114)
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Poniewaz macierz sztywnoéci K jest symetryczna, wiec wektory w*) i w(¥) mozna zamieni¢
miejscami (tzw. lewe i prawe wektory wtasne sa identyczne). Otrzymujemy wiec

(Wi — wiy) wh - Bw® = 0. (115)
Ten zwigzek moze zachodzi¢ dla réznych k i [ tylko wtedy, gdy
w . Bw®) =0 dla k#1, (116)

gdzie wykorzystaliSmy zalozenie, ze nie ma wielokrotnych wartosci wtasnych. Jesli to za-
ozenie nie jest spelnione, to, jak juz wspominali$émy, trzeba przeprowadzi¢ pewne rozwaza-
nia dodatkowe.

Wiasnoéé (116) oznacza, ze macierz w)-Bw!

diagonalne przez by, tzn.

2 jest diagonalna. Oznaczmy jej elementy

by 0 --- 0

3 5 ~ 0 by --- 0 3

M — diag (bl, . ,bn> =|. 7 | be=w® . Bw® >0 (117)
o o0 --- Bn

WielkoSci by, nazywa sie bezwladnosciami gtownymia.
Analogicznie mozna wykona¢ analize dla macierzy sztywnos$ci. Mianowicie

WO Bw® — L w0 Kw® <L _ L) W Kw® — 0 (118)
W(k) way Wik
Tym samym
wl . Kw® =0 dla k#I, (119)

a wiec macierz w(®) - Kw® jest réwniez diagonalna i mozna ja zapisa¢ w postaci

B0 0

3 s . 0 kg -+ 0 3

M — diag (k1 k:n) =, 7 | R =w® Kw® >0, (120)
0O 0 --- ];-n

Elementy l;:(k) nazywamy sztywnoSciami gltownymi.

Zwiazki (116) i (119) sa dla wektoréw wlasnych warunkami ortogonalnosci z wagq
wzgledem, odpowiednio, bezwiadno$ci i sztywnoSci. Waga ta jest réwna jeden w przy-
padku zwyktych probleméw na wartosci wlasne. Do takiej postaci mozna réwniez do-
prowadzi¢ uklad réwnan (111) mnozac go przez macierz podatnosci D

(I-wwDB)w® =0, D=K™ (121)
Macierz podatnosci, w przeciwienstwie do macierzy sztywnosci, nie posiada jednak powyz-

szej wlasnoSci ortogonalnoSci, tzn. nie daje sie przedstawi¢ w postaci macierzy diagonal-
nej.
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W bazie wektoréw wlasnych opis drgan jest szczegélnie prosty. Mianowicie mozemy
wprowadzi¢ nowe wspétrzedne uogélnione q w ten sposéb, by energia kinetyczna i potenc-

jalna mialy postaé
I () "
k=1

k=1

Wtedy réwnanie na drgania wiasne przyjmuje postacé

Ekq;}mLikakZU, Wik = B—k, k=1,...,n. (123)

Roéwnanie to opisuje dla kazdego k tzw. k-ta forme drgan (mod drgan k).
Zauwazmy jeszcze, ze wektory wlasne mozna tatwo unormowac do jednosci. Na przyktad,
mozemy zdefiniowaé

1

1 1
My = R .
w B Vi el

(124)

Wtedy

ZZb(/f i(/f —(l = Ok, sz” _w(k Ski- (125)

=1 j=1 =1 j=1

O macierzach B i K wyrazonych przez zwiazki (125) méwimy, ze speliaja zasade
ortogonalnosci.

Pokazemy jeszcze inny dowdd ortogonalnosci macierzy bezwladnosci i sztywnoSci.
Wprowadzong w niej notacje wykorzystujemy dalej w tych wyktadach.

Oznaczmy przez W macierz utworzona z wektoréw wiasnych

wgl) w§2) wgn)
(1) (2) (n)
w w PR w
w=| 7 Tl (126)
wg) wg) wén)

Wtedy problem na wartoSci wlasne mozna napisa¢ w postaci
KW =BWQ, Q =diag (w?l), . ,w?n)) . (127)
Pomnézmy to réwnanie macierzowe lewostronnie przez W7 . Mamy
WKW = W'BWQ. (128)
7 symetrii macierzy K i B mamy
(W'KW)' = WKW = W'BWQ = QW'BW. (129)

Poniewaz czestotliwosci w macierzy diagonalnej €2 sg rézne to ostatni zwigzek moze za-
chodzi¢ tylko wtedy, gdy macierz W' BW jest diagonalna

WIBW = M . (130)
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Poniewaz

Q= [ ! J : (131)

w2
wiec analogicznie

WIBW = WKWQ~' = WKW = M . (132)

Jesli utworzymy macierz z unormowanych wektoréw wlasnych, to oznaczamy ja przez

A%

(1) ~(2) —(n)
— w w w
wo | 2 (13

i nazywamy ja macierzq modalng. Przy jej pomocy zwiazki (125) przyjmuja prosta postacé
WKW =0, W BW=1. (134)
Zwiazek (128) jest, oczywiscie, identyczny z (114) jedli wykorzysta sie wprowadzony zapis.

Podstawienie (134) w (128) prowadzi do tozsamoSci.

3.3 Dragania wymuszone harmoniczne i tlumienie
Powracamy teraz do analizy réwnania (26) w ogélnej postaci
Bg+Cq+Kq=P,_,. (135)
Dla harmonicznej sily zewnetrznej
P... = P,sinpt + P cos pt, (136)

gdzie p jest czestotliwoScig sity wymuszajacej, poszukujemy rozwigzania szczegdlnego w
postaci
q = q,sin pt + q. cos pt. (137)

Podstawienie w réwnaniu (135) daje

(K—p’B)q, —pCq, = P, (138)
pCq, + (K-p°B)q. = P..

7 tego uktadu réwnan mozna wyznaczy¢ qs i qe.

Do zagadnienia mozna réwniez podej$¢ odmiennie. Opiszemy tu metode, oparta na
zalozeniu, ze macierz ttumienia C spelnia zasade ortogonalnosci. Jest to tzw. metoda
transformacji wlasnej. Podzialajmy na réwnanie (135) od lewej strony macierza modalna

WIBWW 4+ W CWW '+ W KWW 'q=W'P,,..
Przez wprowadzenie oznaczen

yv=W'q Y=WP.,, (139)
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sprowadzamy uklad réwnan do postaci
Vy+[w|y+Qy =Y. (140)

Wspélrzedne y nazywamy wspdtrzednymi gltownyma.
Przypomnijmy, ze dla ukladu o jednym stopniu swobody réwnanie to mialo postac¢
(70) i, dla tego przypadku, mozna je, oczywiScie, przeksztalcié nastepujaco

c
7= VEm

Diagonalna macierz tlumienia w (140), wynikajaca z zalozenia, ze macierz ttumienia C
spelnia zalozenie o ortogonalno$ci, ma postac

1
4+ ywg + wiq = - (Pssinpt + P.cospt), (141)

[yw] = diag (v10qy, - -+ VaWin)) - (142)

gdzie wspotczynniki tlumienia v, dla poszczegélnych form tlumienia musza by¢ zadane.
Przyjmuje si¢ czesto zalozenie, ze macierz ttumienia sklada si¢ z dwéch czesci: macierzy
thumienia masowego i macierzy thumienia sztywnosciowego

C =uB + rK. (143)

Pierwszy rodzaj tlumienia jest zewnetrzny i wynika z oporéw na podporach, tarcia w
tozyskach, dzialan atmosferycznych, itp. Drugi rodzaj jest wewnetrzny i wynika z lep-
koSci materialu konstrukcyjnego. Wspdétczynniki p, x okreslaja wspélczynniki tlumienia
Vi poprzez zaleznoSci

[vw| = WICW =ul+kQ = ~,= % + Kw(k). (144)
k
Te zwiazki pokazuja, ze tlumienie wewnetrzne roSnie szybko z rosnaca czestotliwoScig
drgan wlasnych, co oznacza, ze wyzsze formy drgan (np. w) zanikajg szybciej, niz
nizsze (np. w(y < w). Nie ma to miejsca dla tlumienia zewnetrznego drgan.
Dla drgan ustalonych, wymuszonych harmonicznie i stabo thumionych, zaklada sie
czesto model thumienia wewnetrznego ze wspélczynnikiem v danym dla danego typu kon-

strukcji. Wtedy zaklada sie
8

k=—, 145

) (145)

gdzie p, jak poprzednio, jest czestotliwoscig sity zewnetrznej. Wtedy, na podstawie (144),
Wk

Vi = 7%- (146)

Wynik ten ma nastepujaca interpretacje. W poblizu rezonansu w) ~ p, wspétezynniki
tlumienia dla poszczegélnych form drgan sa jednakowe: v, ~ 7. Daleko od rezonansu
réznig sie one od v, ale w takich przypadkach, jak juz wiemy, tlumienie jest pomijalne.

Przedstawimy alternatywna analize powyzszego problemu, urzywajac zapisu we wspétrzed-
nych. Réwnanie (135) ma wtedy postaé

n

Z (bijd; + ijqj + kijqj) = Pegti- (147)

Jj=1
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W bazie unormowanych wektoréw witasnych {w?”} mamy dla wektora q nastepujaca

reprezentacje
=Y yPal. (148)
k=1
Wtedy
.. .. _(k
Db = 3D i,
j=1 =1 k=1
) . _(k
et = 33 i 119
j=1 =1 k=1
IS WL
j=1 =1 k=1

Tworzac iloczyn skalarny tych wektoréw z unormowanymi wektorami wlasnymi otrzymu-
jemy

zn: zn: zn: y(k)wzgz)bijwjgk) = 4O,

=1 jfl k=1
YN e = voui® (150)
i=1 j=1 k=1
_(1 _(k
338 kel = i
i=1 j=1 k=1

gdzie drugi zwiazek wynika z zalozenia, ze macierz tlumienia spelnia zasade ortogonal-

nosci, tzn.
Z Z w, Cw = YW o™ (151)

=1 j=1

7 powyzszych rozwazan wynika, ze powyzej zdefiniowana transformacja uktadu odniesienia
do uktadu unormowanych wektoréw wlasnych, zwana metodq transformacji wtasnej, prowadzi
do réwnan ruchu

.. . 7 l
i+ vwei? +efy? =Y0, Y E: O Pesti (152)

Wspétrzedne y) nazywa sie wspdtrzednymi gléwnymi.
Jesli przyjmiemy zalozenie (143), tzn.

Cij = pbij + Kkij, (153)

to otrzymamy

n n

SN @y = SON " (ubi; + wkig) @l = poM + kw6 = v wpd™. (154)

i=1 j=1 i=1 j=1
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Mamy wiec
1
= — + KW(). 155
LG 0 (155)

Ten wynik jest, oczywicie, taki sam, jak (144). Reszta analizy nie ulega zmianie.

3.4 Uklady pretowe
3.4.1 Drgania kratownic

Kratownice sg zwykle modelowane jako struktura pretowa o weztach przegubowych, ob-
cigzona sitami skupionymi w weztach. Takie traktowanie tej struktury jest mozliwe, jesli
prety sa dostatecznie smukle. W przeciwnym razie trzeba uwzgledni¢ sily powstajace
na skutek sztywnosci weztéw (na przyklad kratownice Vierendaala), jak réwniez ciagly
rozktad masy wzdhuz pretéw. W tym punkcie rozwazamy przyblizenie, stosowane w
statyce kratownic i zakladamy, ze roztozong mase pretéw mozna zgranulowac i umiesci¢ w
postaci mas skoncentrowanych w weztach, po polowie masy z kazdego preta dochodzacego
do wezta.
Jako przyklad rozpatrzymy réwnania drgan witasnych

Bi + Kq =0, (156)

uktadu sprezystego, przedstawionego na Rys. 15.

m2

L 2a
&

|
A0

Rys. 16: Przykiad kratownicy z granulowang masq

Masa preta kratownicy o dlugosci a niech bedzie réwna m. Wtedy masy granulowane
maja wartoSci przedstawione na Rys. 16. Zakladamy, ze wszystkie prety maja taka sama
sztywno$¢ na Sciskanie KA. Mozliwe przemieszczenia mas oznaczamy przez ¢, s, qs.
Uklad ma trzy dynamiczne stopnie swobody: d = 3. Macierz podatnosci dla takiego
ukladu przemieszczen wynika z rozwigzania trzech ukltadéw, przedstawionych na Rys. 17.

— 1

7 «——>1

Rys.17.: Stany do okreslenia macierzy podatnosci
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W tym prostym przypadku wzér Mohra na wspélczynniki macierzy podatnoSci ma
postac
i NeNgE (157)
EA

gdzie [* jest dlugoScig preta a. Proste obliczenia prowadza do nastepujacej macierzy

1.914213562 0.5 1 a
D =0;] = 0.5 1.914213562 1 | —. (158)
EA
1 1 2
Macierz sztywnosci ma tym samym nastepujaca postac
0.707106781 0 —0.353553391
K =k = D! = 0 0.707106781 —0.353553391 | —. (159)

—0.353553391 —0.353553391  0.853553907

Problem drgan wlasnych jest teraz rozwigzaniem problemu na wartoSci wlasne uktadu

3
Z i — z; A; =0, ¢ = A;sinwt, (160)

J=1

V2 0 0
B=[yl=] 0 v2 0 m. (161)
0 0 142

Zauwazmy przy okazji, ze dla uktadéw o skoniczonej iloSci stopni swobody macierz
bezwladnosci B jest zawsze diagonalna.

Rozwigzanie powyzszego problemu witasnego prowadzi do nastepujacych trzech czes-
totliwosci drgan wiasnych

EA EA

way = 0422140822\ /. w) = 0.707106781¢ /. (162)
EA

we = 09065302681/ —.

Podstawienie tych trzech warto$ci w (160) daje trzy wektory wlasne, ktére catkowicie
okreslaja trzy mody drgan wiasnych powyzszego ukladu.

3.4.2 Belki zginane

Rozpoczniemy analize drgan belek zginanych od prostej belki wspornikowej obciazone;j
masg rozlegla m o bezwladnosci obrotowej J (patrz Rys. 18). Rozwiazemy problem
drgan wilasnych bez ttumienia. Uklad ten ma dwa dynamiczne stopnie swobody: ¢; jest
ugieciem konca belki (w przyblizeniu przemieszczeniem masy m), gs jest obrotem stycznej
do linii ugiecia belki w punkcie kohcowym (w przyblizeniu obrotem masy rozlegtej wokét
jej érodka masy).
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s, 1

S, M,

Rys. 18: Belka wspornikowa obcigzona masq rozlegly

Jak zwykle dla probleméw dyskretnych (tzn. o skonczonej iloSci stopni swobody)
macierz bezwladnoSci B jest diagonalna

B = diag (m, J) = M . (163)

Musimy wyznaczy¢ macierz sztywnosci K. Zrobimy to trzema sposobami, aby poréw-
na¢ wysitek potrzebny do uzyskania uktadu réwnan.

Rozpoczniemy od metody momentow wtdrnych. Przypomnijmy, ze metoda ta opiera
sie na podobienstwie réwnan dla statycznego ugiecia belki w i dla momentu zginajacego

% w// - — d2_w
EI’ C da?’

"
w = —

oraz M'=—q, T=DM, (164)
gdzie ¢ oznacza obciazenie ciggle, a T sile tnaca. Tym samym, dobierajac odpowiednie
waruki brzegowe dla w mozna ta funkcje otrzymac tak, jakby byt to przebieg momentéw
zginajacych w belce zastepczej obciazonej obciazeniem ciagtym M/EI, a kat obrotu linii
ugiecia w’ jako sile tngcg w belce zastepcze;.

Belka zastepcza jest belka wspornikowa z zamocowaniem na prawym koncu (na lewym
koncu moment wtérny i sita tngca wtérna musza by¢ réwne zero, bo ugiecie i obrot
belki rzeczywistej jest w tym punkcie réwne zero). Obciazamy belke zastepcza kolejno
momentem zginajacym M od sily S;, przylozonej na koncu belki i odpowiadajacej reakcji
na ugiecie ¢;, i momentem zginajacym M, od momentu Ss, odpowiadajacemu obrotowi
¢2 (patrz Rys. 18). Otrzymujemy

1., ., 21 11 13 L
= — - - - - = —— _— ]_
a 2 3 mr TR S B T3 EI T o Er Y (165)
_ }ﬁs _‘_LS
© = SR T BT

Macierz podatnosci ma wiec postac nastepujaca

B
D= { BT 2FT } . (166)

2E1  EI
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Macierz sztywno$ci jest macierzg odwrotna do macierzy podatnosci i tym samym jest
nastepujaca

12EI _ 6EI
} (167)

k-0 =| by uf
12 I
Powyzsza analize mozna zastapi¢ metodq przemieszczen (odksztatcen). Uklad podsta-
wowy dla tej metody jest przedstawiony na Rys. 19. Tréjkat oznacza wiez na obroty, a
podpora — na przemieszczenia prawego konca belki. Sity w podporze dla, odpowiednio,
¢ =11i¢g =1, tzn.
S1=kuq + ki2qz, Sz = karqi + ka2qo, (168)

daja bezposrednio wspétrzedne macierzy sztywnoSci.

Dodajmy, ze rownania metody przemieszczen mozna rowniez otrzymac przy pomocy
réwnan réwnowagi dynamicznej (zasady d’Alamberta) dla prawego wezla tego ukladu.
Maja one postac

mg+1T =0, Jj+ M =0, (169)

gdzie moment gnacy M i sila tngca T’ sa znanymi funkcjami przemieszczen uogélnionych ¢,
i go. Postac tych funkcji jest zadana przez tzw. wzory transformacyjne, ktére omawiamy
dalej. W rozpatrywanym przez nas przykladzie otrzymuje si¢ przy pomocy tych wzoréw

nastepujace zwiazki
12E1 6F1 6F1 4F1
T= PR ER EE M = TR ¢ + % (170)

Wynikajaca z nich macierz sztywnosci, jest, oczywiScie, identyczna z macierza (167).

% Y =1

o—
ihc@

N i
2) \Lk;f- 6Bl N ) T\:A
2

Rys: 19: Uklad podstawowy dla metody przemieszczen (lewy rysunek), rozktad
momentéw w metodzie sit (prawy gérny rysunek), zasada d’Alamberta dla metody
przemieszczen (prawy.dolny rysunek)

W metodzie sit poszukujemy przemieszczen uogdélnionych ¢, ¢; wywolanych obciaze-
niami uogdlnionymi S7, S na kierunkach tych przemieszczen. W prawej czeSci Rys. 19

pokazano rozktad momentéw dla obcigzenia S; = 1 i, odpowiednio, Sy = 1, ktérych

calkowanie (wzér Mohra) prowadzi do nastepujacych wspétrzednych macierzy podatnosci
1, 21 I3 1 1 [2

o = =1 =— = = (171)

9" "3EI _3EI’ "9 "EI  2ED

1 )
do1 = 012, 522—1'Z'E—E,
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i zwiazkéw
@1 = 01151 + 01252, g2 = 02151 + 02255. (172)

Wynik ten daje, oczywiScie, macierz D, podana we wzorze (166).
Przejdziemy teraz do problemu drgan wiasnych, opisanych réwnaniem

Bg + Kq =0. (173)
Szukamy rozwigzania w postaci
@ =Arsin (Wt +¢1), o= Assin(wl + ). (174)

Podstawienie powyzszego rozwiazania w (173) i wykorzystanie wynikéw dla macierzy
sztywnosci K daje nastepujacy zwiazek dla czestotliwoéci drgan wilasnych (wyznacznik
ukladu réwnan dla stalych rozwigzania (174))

_ (12ET )\ (4EI  ,\ 36(EI)?
8= ( Pm ) ( A ) g (175)
lub po rozpisaniu
AEI 12EI\ 12(EI)*
4 2
_ —0. 1
w w(lJ+l3m)+ ] 0 (176)

Wyréznik tego réwnania bikwadratowego

> 0, (177)

lJ Bm

BT 12B1 ? 48(EI® (AEI 12BI\? 48(EI)
1J Bm mJ *mJ

jest dodatni. Otrzymujemy wigc dwa mody drgan wlasnych, odpowiadajace czestotliwos-
ciom rzeczywistym

1 |/4EI 12EI AFI  12EI\? 48(EI)?
Wiz =, |5 ( + )i\/( + ) —g. (178)

J Bm J I3Bm AmJ

Zauwazmy, ze wyrazenie pod pierwiastkiem jest zawsze dodatnie, a wiec istnieja dwa
mody drgan.

Jako przykiad drgan wymuszonych rozpatrzmy powyzszy uklad obciazony silg okre-
sowg pokazana na Rys. 20.

P, sin pt

, —>
% P, (:1.01311*’):‘I 4

Rys. 20: Harmoniczne sity wymuszajgce
Wtedy réwnania ruchu sg nastepujace

may + k11q1 + ki2qe = Fysinpt, (179)
JGo + korqi + k2aqe = FPohcospt,
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gdzie wspéhrzedne macierzy sztywnoéci K sg zadane wzorem (167). Ich rozwiazan szczegol-
nych poszukujemy w postaci

@ = Apsinpt + Ay cospt, (180)
g2 = Bjsinpt + Bscospt.

Podstawienie (180) w (179) prowadzi do ukladu réwnan algebraicznych dla statych Ay, ..., By

(k?n - mp2) A+ kB = P,

(kzz - JPZ) By + kA1 = 0,

(ki —mp?) Ay + k12By = 0, (181)
(kao — Jp?) By + k1ads = Byh.

Rozwigzanie ma postac

kgg — Jp2 k12
A — P By =—-—-"=F 182
k12 ki1 — mp2
Ay = —=Ph, By=—"——"—"PFh
2 Ap 0/, 2 Ap 0/,
gdzie
A, = (k«‘ll - me) (k22 - JPQ) - k’%z (183)

OczywiScie, uklad wpada w rezonans, gdy p = w, gdzie w jest jedna z czestotliwoSci
wiasnych, wyznaczonych poprzednio. W tym bowiem przypadku A, staje si¢ réwne A
(wzér (175)), a wiec réwne zero, a state Ay, ..., By daza do nieskonczonoSci.

Jak pokazuje powyzszy przyklad, réwnanie drgan belki najlatwiej jest skonstruowac
operajac sie na metodzie przemieszczen do wyznaczania macierzy sztywnoSci. Na przyktad,
dla belki swobodnie podpartej, obcigzonej, jak pokazano na Rys. 21, trzeba skonstruowac
uklad podstawowy, naszkicowany w dolnej czesci tego rysunku.

Analiza szeéciu stanéw: quy = (1,0,0,0,0,0),...,q¢) = (0,0,0,0,0,1) prowadzi do
nastepujacej macierzy sztywnosci

-3, 12 3, 6 12 6
atag —wtae  —a P 0 0
1, 2 1 2
3 4% 3,47 @ 7 0 0
a? aZ ai as a2 as
t12 6 12,712 6,6 1 6
(13 (12 (13 (13 (12 (12 a2 a2
K=| S0 % % B8 %9 B (8
a3 as a3 a2 az as a2 as
0 0 Z12 _ 6 3 ,M2 3 6
CL2 a2 a3 a3 CL2 a2
3 3 4 3 4 3
0 0 6 2 8 % 3", 4
L a3 as a2 a3 a3 a3 |
Macierz bezwladnoSci jest, oczywiScie, diagonalna i ma postac
B = dlag (ml,Jl,mg,JQ,mg,Jg). (185)
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Rys. 21: Belka swobodnie podparta obcigzona trzema masami — uktad o szesciu
dynamicznych stopniach swobody q, ..., qe-
a) Schemat do metody przemieszczen
b) Stany podstawowe

Uwaga: Dla przypomnienia w ponizszej tabeli zestawiono wzory transformacyjne
metody przemieszczen dla preta obustronnie zamocowanego, preta z podpora przegu-
bowa w wezle ¢ i w wezle, jak réwniez dla preta obustronnie zamocowanego z przegubem
w $rodku przesta. Oznaczenia: ¢, ¢, — katy obrotu wezla lewego i prawego, w;, wy —
przesuniecia pionowe wezta lewego i prawego, M;., My; — momenty zginajace wezta lewego
i prawego, Tj, Ty; — sity tnace wezta lewego i prawego.

Tabela: wzory transformacyjne dla belki prostej

Obustronne zamocowanie Lewa podpora przegubowa
My, = 2—? (2¢; + @) + 2BE (wi — wy) M, =0
My = 27 (9 + 2¢;,) + % (wi —wy) My =P o+ 25 (w; —wy)
T = =5 (0 + ) = B (wi —wy) T = =255y — 5L (w; — wy,)
Tos = 382 (o1 + p1) — 62 (i — w)  Tos = — S8y — 38 (i — wn)



Przegub w polowie rozpietosci Prawa podpora przegubowa

r—— A 2
M;, = 3—?(%+<Pk)+6—?<wi_wk> M = %%‘WL%(U%_U%)
Mki—3_1<(pi+(pk)+6_gl<wi_wk> My; =0
Tir = =5 (@ + ¢p) — B8 (wy —wy) T = =350, — 2B (wi — wy)
Ty = —Gl—gl (oi + or) — 12151 (wi —wg) Ty = —31—131% - 31_? (wi — wg)
Oznaczenia:
Przyklady

Zastosowanie wzoréw transformacyjnych przedstawimy na kilku przyktadach. Zacz-
nijmy od belki naszkicowanej na ponizszym Rysunku. Drgania tej belki mozna opisac
przy pomocy czterech zmiennych uogdélnionych.

" iPO sin pi
f—

] 2 3 4 77

[ [ [
NS« S S—

% '\ '\1
Z| 5«2 7 Eﬁ q %

9, 1,

Rys. 21a: Belka obcigzona zewnetrznag sitq harmoniczng w punkcie 3 1 masq skupiong
m o bezwladnosci obrotowej J

Wyznaczamy najpierw macierz sztywnosci tej belki. W tym celu rozwazamy cztery
stany:

g =1, ¢ =0, ¢g =0, g4 = 0. Warunek réwnowagi momentéw wezla 2,
warunek réwnowagi sit pionowych wezta 2, warunek réwnowagi sit pionowych wezta 3, i
warunek réwnowagi momentow wezta 3 daja, odpowiednio, zwiazki

ET ET
k21_M211_M213 = 0 = ka= —61—24—61—2 =0,
El El El
ki1 — T211 + T213 =0 = kn= 12l_3 + 12l_3 = 24l—3,
ET
ki3 — T312 =0 = kgs= —12l—3, (186)
El

k14 — Mg}Q =0 = kiyyu=6—.



2)¢1 =0, go=1, g3 =0, g4 = 0. Warunek réwnowagi sit pionowych wezla 2,
warunek rownowagi momentéw wezta 2, warunek réwnowagi momentéw wezla 3, warunek
réwnowagi sit pionowych wezta 3 daja

ET ET

ko =T+ T = 0 = ko= —61—2—1-6[—2 =0,
El El El
k22_M221 _M223 =0 = k«‘22=4l—2+4l—2 :8l—2’
El
koa — M§2 =0 = ky= 2l—3, (187)
El

k14 — Mg}Q =0 = kyu=6—.

3)q1 =0, ¢ =0, g3 =1, ¢ = 0. Warunek réwnowagi momentéw wezta 3,
warunek réwnowagi sit pionowych wezta 3, warunek réwnowagi sit pionowych wezta 2,
warunek réwnowagi momentéw wezla 2 daja teraz

El ET El
ks — Mg, — M3, = 0 = ksy= _3_l2 — 6_l2 = _9_l2 )
El El El
k33—T§2+T§4 =0 = k‘33:12l—3—3l—3:91—3,
EI
kis+Ty, = 0 = kz=—-12— (188)

koz — M§’3 = 0 = kyz=—-6—/.

4) q =0, g =0, g3 =0, g4 = 1. Warunek réwnowagi momentéw wezlta 3,
warunek réwnowagi sil pionowych wezta 3, warunek réwnowagi sit pionowych wezta 2,
warunek réwnowagi momentéw wezla 2 daja w tym przypadku

ET ET ET

kas — Mgy, — My, = 0 = kag = 3= + 4= = T—,
ElI EI EI
kas +Toy — Ty = 0 = kg = =325 — 67 =95
EI
ku+Ty = 0 = k= 6= (189)
EI

koy — M§3 = 0 = kyu= 2l—2

Macierz sztywnoSci jest wiec nastepujaca

24£] 0 —125—;1 6E—2§
0 8EL  —efl 2

K=1_pn —6 9% —9%—; ' (190)
6% 281 oIl 7Ll
Roéwnania ruchu przyjmujg nastepujaca postac
may + k1iqr + ki2q2 + ki3qs + kuaqe = 0,
JGo + ko1q1 + kaaga + ka3qs + kaaqs = 0,
ksiq1 + k32q2 + k3sqs + ksaqn = Fysinpt, (191)

kaiqn + kaoqo + kazqs + ksaqa = 0,
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lub po redukcji do dwéch zmiennych ¢; 1 g2

EI El R
i1+ 14,75——q1 — 5——>qz = 0,136905= sin pt,
ml ml m
EI El R
b= 3,57 5q + 6 e = 0, 05924%0 sin pt. (192)

OczywiScie, interesujace sa jedynie rozwigzania szczegélne tych niejednorodnych réwnan
rézniczkowych, ktérych szukamy w postaci

@ = Qrsinpt, ga = (2sinpt. (193)
Stale )1, Q)2 znajdujemy z réwnan algebraicznych, wynikajacych z réwnan ruchu
El EI P,
(14 75? — )Ql —Qy = 0, 136905—0, (194)

ET 9 P
JZ2Q1 + <6— —p ) Q2 = 0. 0595247

Po rozwiazaniu tych réwnan i wyznaczeniu ¢;, g2 pozostale dwa przemieszczenia uogdl-
nione obliczamy ze zwiazkéw, ktére postuzyly nam do eliminacji réwnan ruchu

5 1 Pyl3
qs3 24(]1+6Q2l+ TIE] sin pt, (195)
63q 1 Pyl2 .
= ——— —= sin
U 56 1 227 112E1 ™M

Rozpatrzmy teraz przykiad belki przedstawionej na Rys. 21b.

P, sin pt

,_,,
Ly
-
oy
§[>
S

R
L

2

Rys. 21b: Schemat do okreslenia drgan wymuszonych belki z przequbem

Obliczymy najpierw macierz sztywnosci dla trzech uogélnionych przemieszczen g1, go, gs.
W tym celu rozwazamy trzy stany:
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)gg =1, ¢ =0, g3 = 0. Warunek réwnowagi sil pionowych wezla 2, warunek
réwnowagi momentéw wezta 3 i warunek réwnowagi sit pionowych wezla 3 daja, odpowied-
nio, zwigzki

ET ET ET
kll—T211+T213 =0 = k11:3l—3+3l—3:6l—3,
ET

kis+ Mz = 0 = ki = 375, (196)

k1o — T312 =0 = kp= _3l—3
2) 3 =0, ¢ =1, g3 = 0. Warunek réwnowagi sit pionowych wezta 3, warunek
rownowagi momentéw wezla 3 i warunek rownowagi sil pionowych wezla 2 daja

EI _EI EI
kQQ—T322+T324 =0 = /{322:3l—3—|—3l—3:6l—3,
EI _FEI
kos — M2, — Mz, = 0 = ko3 = 35 +3 7 =0, (197)

ko +Ty = 0 =  kig=—-3——.

3) 1 = 0, g =0, g3 = 1. Warunek réwnowagi momentéw wezlta 3, warunek
réwnowagi sit pionowych wezta 3 i warunek réwnowagi sit pionowych wezta 2 daja

ET ET ET
]{333—M§’2—M§’4 =0 = k33:37+37267,

EI _FEI
ks — Ty + Ty, = 0 =  kyz= _31_2 + 31—2 =0, (198)

k13 + T133 =0 = k3=3—.

Macierz sztywnoSci jest wiec nastepujaca

65 34 34
K= | =35 6%

0 (199)
3 0 o6&

Roéwnania ruchu przyjmuja postac

kuiqr + k12q2 + k13qgz = 0,
mgs + k12q1 + k13q3 = Fosinpt, (200)
k13q1 + kozqz + k3zqgz = 0.
Eliminujac przemieszczenia uogdlnione ¢, g3

2 1

= - = —— 201
q1 3(]27 qs 31612, ( 0 )

otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe
ET
6:7'2 + 4l—3(h = PQ sinpt, (202)
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ktorego calka szczegdlng jest oczywiscie,

I
0 5 sin pt. (203)

2= "5 5
4%—mp

Poniewaz ukiad jest statycznie wyznaczalny mozna go réwniez tatwo rozwigza¢ metoda
sit. Wprowadzamy w tym celu site wirtualng 1 w kierunku przemieszczenia ¢, i z twierdzenia
Mohra otrzymujemy nastepujaca podatnos¢ (por. Rys. 21b)

3
L2

2 23Rt B T aEr (204)

022 =
Tym samym réwnanie ruchu wynika od razu w postaci otrzymanej po redukcji réwnan w
metodzie przemieszczen.
Przy pomocy wynikéw metody przemieszczen mozna réwniez tatwo otrzymac rozwigzanie
zadania, w ktérym sita zewnetrzna dziala w wezle 2 zamiast wezta 3. Macierz stywnosci
pozostaje, oczywiscie, bez zmian, a réwnania ruchu maja postac

Fiigi + ki2ge + kizgs = Bysinpt,
mgs + ki2qu + k1sqgs = 0, (205)
kisqn + kazqe + kszqgs = 0.

Eliminacja ¢; i g3 prowadzi tatwo do réwnania na ¢, ktérego catka szczegélna ma w tym
przypadku postac

2 Py )
5 sinpt. (206)

T BB 2

3.4.3 Ramy

Przedstawiony powyzej przyklad belki zginanej pokazuje, ze problem wyznaczania modéw
drgan wlasnych sprowadza si¢ do zagadnienia wlasnego macierzy, ktére tatwo rozwiazac
przy pomocy standardowych komputerowych kodéw numerycznych (np. Matlab, Maple
czy Mathcad). 7 tego powodu, dla analizy drgan ram zginanych, o ile problem da sie
sprowadzi¢ do zagadnienia o skonczonej liczbie dynamicznych stopni swobody, wystar-
czy okreslic wspotrzedne uogdlnione q, macierz bezwladnoSci B, macierz sztywnosci K,
a reszte problemu rozwigzuje komputer. Zademonstrujemy to na prostym przyktadzie,
pokazanym na Rys. 22.

43



ity Jj s ‘{2 Iy J3

¢q2 q4 q qlﬁ'
q 5
3
Ny N
q q
I 7
s T
2 1 5
v
L 6
]_jﬂ @l
it L

Rys. 22: Przyktad ramy o siedmiu dynamicznych stopniach swobody

W tym przykladzie dynamiczne stopnie swobody okre$laja cztery przemieszczenia
41,93, 96, q7 1 trzy obroty qo,qs,qs. Zakladamy, ze wplyw zmiany dlugoSci pretow jest
pomijalny. Macierz bezwladnoSci ma postac

B :dlag (ml,Jl,mg,JQ,Jg,mg+m3+m4,m5). (207)

Macierz sztywnosci mozna latwo okreslic metoda przemieszczen z ukladu podsta-
wowego, przedstawionego w dolnej czeSci rysunku. Nalezy do tego celu wykorzysta¢ wzory
transformacyjne, podane w Tabeli w poprzednim Pragrafie.

3.5 Zewnetrzne sily nieharmoniczne

Powrécimy teraz do problemu drgan, wymuszonych sitami zewnetrznymi. Rozwaza-
liSmy dotad jedynie silty harmoniczne. Analiza wymuszen nieharmonicznych wymaga
nieco bardziej zaawansowanych metod matematycznych (np. transformacji Laplace’a),
o ktérych bedziemy moéwili w dalszych wykladach. Tu ograniczymy sie do zasygnali-
zowania problemu i rozwazymy problem sily udarowej o bardzo krétkim dziataniu. Jako
przyktad rozpatrzymy uktad o jednym dynamicznym stopniu swobody, ktérego drgania
sg opisywane réwnaniem analogicznym do réwnania (70)

mq + Cq + kq = Pezt- (208)
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Zaktadamy, ze sila zewnetrzna dziata przez bardzo krétki czas At i ma poped II. Oznacza
to, ze zmiana pedu w tym czasie prowadzi od wartosci zerowej w chwili £ = 0 do wartoSci
mq (07) = TI. Znak ™ w oznaczeniu czasu oznacza, ze warto$¢ poczatkowa pedu i jego
wartoS¢ po uptywie czasu At sg utozsamiane. Warto$¢ sity zewnetrznej w takim podejSciu
nie jest okreslona i zastepuje ja zadany poped II. Na przyktad, dla sprezystego uderzenia
z odskokiem masy m przez mase m; z predkoScia v; wielko$¢ impulsu (popedu) jest

nastepujacal
mimgq

M= (14 k,)v,——, 209
(14 k) o (209)

gdzie k, = 0+ 1 jest wspdlczynnikiem sprezystosci (restytucyi) uderzenia.

Rozwigzania réwnania dla drgan wymuszonych szukamy w postaci
q=e " (g sinw't + g.cosw't), (210)
z warunkami poczatkowymi
+ . + H

q(07) =0, 4(0") =—. (211)

Oznacza to, ze rozwigzujemy jednorodne réwnanie (208) (tzn. P.,; = 0), a dzialanie sity
zewnetrznej uwzgledniamy poprzez warunek poczatkowy dla predkosci.

Wystepowanie sity P,,; prowadzi do rozwigzania z wktadem w postaci calki Duhamel’a,
ktéra przedstawimy zwiezle w Paragrafie 4.3.3.

Wykorzystanie warunkéw poczatkowych (211) prowadzi do nastepujacych statych w
rozwiazaniu (210)

IT
=0, ¢ =—-. (212)
Mamy wiec ostatecznie
I I sinw't
—awt : / —awt
q=¢e ——sinw't = -we W —. (213)
mw k V1= a?
Wprowadzmy oznaczenie
[ = arcsin . (214)
Wtedy
w sinw't w? cos (W't + )
=I11= —awt 7= TI— —awt—‘ 215
1 k cosf3’ 1 K cos 3 (215)

'W przypadku jednowymiarowego idealnie sprezystego (k, = 1) zderzenia masy m; o predkosci vy z
nieruchoma masa m mamy

a) bilans pedu myv; = mjv] + mo,

b) bilans energii %mlvl = %mlv’f + %mv
gdzie v] — predko$¢ masy m; po zderzeniu. Z tych dwéch réwnan otrzymujemy predko$é v masy m po
zderzeniu i ped II tej masy

2

mq mmi
v=2 v = II=2———uvy,
m + my m 4+ mq

tzn. wzor (209) dla k, = 1.
Podobnie rozwiazuje sie ogélny przypadek z rozpraszaniem energii, gdy wspoétczynnik restytucji k,, < 1.
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Ta posta¢ rozwigzania pozwala tatwo okreslic maksymalng wartos¢ wychylenia q.
Mianowicie

G(te) =0 = cos(Wto+pB)=0 = wtyg= (g —ﬁ) colsﬁ'
A wiec
I _ in (= —
Qmax = Ewea(gﬁ)/COSBSIHES—Sﬁﬁ) = H% eXp |:<6 - g) tanﬁ] . (216)

Przypadki bardziej skomplikowanych obcigzen zewnetrznych mozna opisat przy po-
mocy tzw. catki Duhamela. Powrécimy do tego problemu przy analizie probleméw z
ciagtym rozkladem masy.

4 Uklady ciggle

4.1 Przypomnienie liniowej teorii sprezystosci

Analize zagadnien dynamicznych uktadéw cigglych rozpoczniemy od najprostszego uktadu
— preta prostoliniowego z materiatu liniowo sprezystego. Roéwnania, opisujace jego za-
chowanie wyprowadzimy z réwnan liniowej teorii sprezystoSci dla materialéw izotropowych.
W kazdej chwili czasu t geometria takich osrodkéw jest opisywana wektorem przemieszczenia
u (x,1), gdzie x oznacza wektor wodzacy punktu oérodka w chwili odniesienia ¢ = 0. Dla
okre$lenia wektora przemieszczenia u wykorzystujemy trzy rodzaje zwigzkéw

a) warunki geometryczne i kinematyczne

1 [ Ou; Ouy
e = symgradu, tzn. e; = 3 (azk + 81;?) ; (217)
v du tzn. v Ous
= _— 71. P = =,
ot’ ot
b) réwnanie bilansu pedu
ov Ov; 0oy
— =divT, tzn. L= 218
pop ~ VTt pn = (218)

gdzie pominigto wplyw zewnetrznych sit masowych; w razie potrzeby mozna je tatwo
wprowadzi¢ w konicowych réwnaniach,
c) zwiqzki fizyczne (konstytutywne, prawo Hooke’a)

T = \(tre)1+2pe, tzn. o0, = Xexrdij + 2pe;;. (219)

W powyzszych zwiazkach e jest tensorem matych deformacji Almansi-Hamela, v jest
polem predkosci osrodka, T oznacza tensor naprezen Cauchy’ego, parametry A, p sa statymi
sprezystosci Lamé’go. p jest stalg gestoscig masy osrodka. Po prawej stronie tych zwigzkéw
napisano je w ukladzie wspétrzednych kartezjanskich, wykorzystujac reprezentacje

u = u;e;, VvV = v;€;, € = €;;€; X €, T = 0;j€; X €5, €, €; = 5@] (220)

Analize tych zwigzkow dla przypadku tréjwymiarowego przeprowadzimy péznie;j.
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Czasem potrzebne sg réwniez zwigzki odwrotne do zwigzkéw Hooke’a. Mozna je latwo
wyprowadzi¢ obliczajac $lad w zaleznosci (219)

1 A
trT=38A+2u)t =— | T—trT 221
'T = (30 +20) tre, e 2M( et ) (221)
lub
= (o — v (on + o))
€11 = E 011 — V(022 7033)),
1
€y = E(U2z—V(011+033))>
1
€33 — E(O’33-I/(O’11+O’22)), (222)
14+v ) .
¢j = — Oi dla i # j,
gdzie
3N+ 2 A
_ ek (223)

=p— vV=—
Sy 2\ + 1)
A wiec E jest modutem Younga, a v — liczbg Poissona.
Zauwazmy jeszcze, ze kombinacja zwiazkéw (217) prowadzi do nastepujace]j zaleznoSci

a—j = sym grad v. (224)
Jest to tzw. warunek catkowalnosci pola deformacji e.

Podstawienie (217) i (219) w (218) prowadzi do nast¢pujacego réwnania dla przemiesz-
czenia

2

p% = (A4 p)graddivu + pdivgradu, tzn. (225)
82u,~ 82Uj 82ui

P~ O e P e

Roéwnania te nazywa sie réwnaniami Lamé’go albo czasem réwnaniami Navier’a.

4.2 Dynamika preta rozciaganego
4.2.1 Réwnanie falowe

Przeanalizujemy teraz przypadek jednowymiarowy osrodka, w ktérym wszystkie pola za-
lezg tylko od jednej zmiennej x; = x, a powierzchnia boczna jest walcem o tworzacych
rownoleglych do osi z. Zakladamy, ze ta powierzchnia jest wolna od naprezen, a kierunek
osi z jest kierunkiem gléwnym naprezen. Mamy wiec

0'2220'33:0'1220'13:0'23:0. (226)

Oznacza to, ze odksztalcenia postaciowe znikajg e;o = e13 = eo3 = 0, a znikanie naprezen
099 1 033 prowadzi do nastepujacych relacji miedzy pozostalymi odksztalceniami
A

S = — . 22
B ()\+M) €11 vei ( 7)

€29 = €33 = —
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Podstawienie w prawie Hooke’a daje wiec
oc=Fe, oc=o01, e=eq. (228)

Pelny uktad réwnan dla preta rozcigganego jest wiec nastepujacy

Ju ou ov  Jdo
_ 7 - —_ - - F 229
“Tor T Ta T 7770 (229)
gdzie u = uy,v = v;. Polaczenie tych réwnan prowadzi do nastepujacego réwnania dla

przemieszczenia u (x, t) , ,
gu_ CQQ, 2= (230)
ot? Ox? p
To réwnanie pojawia sie w fizyce bardzo czesto i jest nazywane rdwnaniem falowym.
Przyczyne tej nazwy wyja$nimy za chwile. Od strony matematycznej nalezy ono do klasy
tak zwanych rézniczkowych czgstkowych réwnan hiperbolicznych.

Poszukiwanie rozwigzan réwnan hiperbolicznych jest oparte na metodzie charakterystyk.
Metody tej nie bedziemy tu blizej wyjasniali, ale jej stosowalno$¢ jest wiasnie zwigzana
z hiperboliczno$cig réwnania. Dla réwnania (230) metoda charakterystyk prowadzi do
pewnej transformacji zmiennych, przy pomocy ktérej uzyskuje sie ogélna postac rozwigza-
nia réwnania (230). Transformacja ta ma postac

E=x—ct, n=ux+ct. (231)

Zakladajac, ze przemieszczenie u jest funkcja tych nowych zmiennych otrzymujemy

Ju @—i—@ 82u_82u+2 0?u +82u (232)
ox 06 On’ or2  9¢? ocon ~ on?’
ot s on’ o2 g’ 0Eon on?’
Podstawienie tych zaleznoéci w réwnaniu (230) daje réwnanie
0?u
= 2
aean 0 (233)

Calkowanie w tym réwnaniu wzgledem & prowadzi do wniosku, ze pochodna u wzgle-
dem n moze by¢ jedynie funkcja zmiennej 1. Calkujac teraz ta zaleznos¢ wzgledem n
otrzymujemy ostatecznie nastepujace rozwigzanie

w(€,m) =uy (&) +u_(n), (234)

gdzie funkcje u, i u_ sa dowolnymi funkcjami jednej zmiennej, pierwsza &, a druga 7.
Powracajac do starych zmiennych otrzymujemy

u(x,t) =uy (x —ct) +u_ (x+ct). (235)

Jest to tzw. rozwigzanie d’Alamberta. Zbadamy jego podstawowe wlasno$ci. Aby okresli¢

posta¢ funkcji uy i u_ potrzebne sa dwa warunki. Moga to by¢, na przyklad warunki
du

poczatkowe, ktére okreslaja, powiedzmy, przemieszczenie u i predkos¢ v = G w chwili
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poczatkowej t = 0. Jest to tzw. problem Cauchy’ego i dla réwnan hiperbolicznych ma
on zawsze, przynajmniej lokalnie w czasie, rozwigzanie. W naszym przypadku zakladamy
wtedy, ze funkcje

u(z,t =0)=ug(x), v(z,t=0)=n1vy(x), (236)

sg zadane. Wtedy
uy (2) +u_ (2) =ug (), c|[—u) (z)+u (2)] =vo(z), (237)
a po scatkowaniu drugiego warunku

uy () +u(x) = uo (), (238)

—uy (z) +u_(x) = %/vodx =Vh ().

Stata catkowania w tym zwiazku jest nieistotna. Tym samym funkcje v, i u_ sg znane. Na
podstawie rozwigzania d’Alamberta pelne rozwiazanie problemu poczatkowego ma wiec
postac

(e, t) = 5 [0 (2 —ct) = Vo (w — et 4+ 3 [uo (2 +t) + Vo (4] . (239)

Przedstawmy graficznie ten wynik. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze u_ jest réwne zeru.
Pézniej skorygujemy to zatozenie. Na Rys. 23 przedstawiono schematycznie zachowanie
sie rozwigzania w czasie i w przestrzeni.

A
i

/ : 5
>

Yo x=xptct

Rys. 23: Propagacja zaburzenia uy w precie

Powiedzmy, ze obserwujemy przemieszczenie punktu, ktéry w chwili ¢ = 0 mial wspét-
rzedna 7o i jego przemieszczenie poczatkowe bylo uy (rg). Na podstawie rozwiazania
d’Alamberta, po czasie t to samo przemieszczenie bedzie mial punkt r = xg + ct. A
wiec zaznaczony na Rysunku schematycznie poczatkowy rozklad przemieszczen bedzie sie
przemieszczal bez zmiany ksztaltu z predkosciq c. Graficznie nalezy wykres przemieszczenia
przesuwaé wzdtuz prostych x = = (¢t = 0) + ct, zaznaczonych na Rysunku. Proste te nazy-
wamy charakterystykami réwnania (230). Takiej wlasnie wlasnosci oczekujemy od fali,
ktéra propaguje sie w dodatnim kierunku osi x. Stad powstalo oznaczenie tej czesci
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rozwigzania przez uy. JeSli rézna od zera, analogiczng wlasno$¢ bedzie miala czesc
rozwigzania u_, z tym ze propagowaé sie ona bedzie w kierunku ujemnym osi x (z pred-
koScia —c).

Gléwng cecha charakterystyczna fali jest jej wlasnoS¢ propagacji. Bedziemy pdézniej
omawiali fale, ktére majg tg wlasnosc, ale nie zachowujg ksztaltu funkcji. Méwimy wtedy
o dyspersji fali.

4.2.2 Metoda rozdzielania zmiennych. Funkcje wlasne

Oprécz powyzej oméwionej metody konstrukcji rozwigzania réwnania falowego, stosuje
sie w przypadku rownan linowych metode rozdzielania zmiennych. Przystepujemy do jej
omowienia dla réwnania (230).

Zalézmy, ze rozwigzanie da sie zapisa¢ w nastepujacej postaci

u(z,t) =X (z)O©(1). (240)

Wtedy podstawienie do réwnania (230) prowadzi do zwigzku

0 L,X’ s o« d*© X
- = —Ww, @ = W’ X” = —2:2 s (241)

=c
) X
gdzie w jest na razie nieznang stala. Jej istnienie wynika z faktu, ze w pierwszej zaleznosci
po lewej stronie znajduje sie funkcja zmiennej ¢, a po prawej funkcja zmiennej x. Moga
one byt sobie réwne tylko wtedy, gdy sg stale.

Calkowanie tych dwéch réwnan prowadzi do zwigzkéw

2

e = AleiUJt + AQG_Mt, X = Bleikx + B2€—ikx’ k‘2 = % (242)

Rozwigzanie dla przemieszczenia ma wigc postac
u(z,t) = Uyt 4 yeltketen), (243)

gdzie k, zgodnie z definicja, moze przyjmowac wartoSci dodatnie i ujemne. Rozwiazanie
(243) ma, oczywiscie postaé szczegdlnego rozwigzania d’Alamberta. Poniewaz na w nie
nalozyliémy zadnych ograniczen, wiec (243) przedstawia nieskonczenie wiele rozwiazan.
Ro6wniez ich liniowe kombinacje sg rozwigzaniami. Do omdéwienia tych liniowych kombi-
nacji powrécimy pézniej. Zwréémy jedynie uwage, ze rozwigzania (242) mozna réwniez
zapisa¢ w nastepujacej postaci

O =0O;sin(wt+¢), X =Cisinkx+ Cycoskr, k:w,/ﬁ, w=pA,  (244)

gdzie A jest powierzchnig przekroju poprzecznego, a p oznacza gestoS¢ masy preta na
jednostke dlugoSci. Stalg ©; mozna wiaczyt do statych Ch, Cs, a faza ¢ jest okrelana,
na przykiad, przez sity wymuszajace. Na przykiad, dla preta swobodnie podpartego, ob-
ciazonego na podporze przesuwnej sita harmoniczna F, cos pt muszg by¢ spelnione warunki
brzegowe

u(z=0,t)=0, E—(x=1I,t)=—cospt, (245)



gdzie [ jest dlugoscig preta. Z tych warunkéw wynika

T Py Py
= _ = Co=0. Cik kl=—, tzn. (| = ——. 246
LI 2 ’ L €08 EA M pVuEA cos ki (246)

Rozwigzanie ma wigc postac

Py sinkx | 1
- t, k= - 247
U DVIEA coskl TP P\EA (247)
W szczegdlnym przypadku, gdy sita dziatajaca na pret jest rowna zero, warunek brze-
gowy (245) przyjmuje postac

coskl = 0 = kl:nﬁ—g, n=1... tzn. (248)

w = w w—n—le—A
- Yny n - 2l Ma

gdzie n jest dowolng liczbg naturalna. Zbiér wartosci w,,, okreSlony powyzej, nazywa si¢
spektrum czestotliwosci drgan wlasnych.

Jak widzimy, w przypadku drgan wlasnych dla wszystkich czestotliwosci w,, z powyz-
szego spektrum stala Cy w zwiazku (244) jest réwna zero, a stale C},, stowarzyszone z
wy,, mozna wybra¢ dowolnie. Funkcje

o — 1
anclnsm<”2 ?) n=1,..., (249)

nazywamy funkcjami wlasnymi tego problemu brzegowego. Ciag tych funkcji {X,} 7,
posiada wazng wlasnoS¢ ortogonalnosci, ktéra dyskutujemy ponizej.

Jesli sila wymuszajaca nie jest harmoniczna, to rozwigzania trzeba szuka¢ w innej
postaci. Jedng z mozliwosci jest przedstawienie przemieszczenia w postaci szeregu Fourier’a

u= Z (1, sinwy,t + Ogy, coswyt) sinkpx,  ky = wy, ﬁ (250)
n=1

Przedstawienie to wynika, oczywiscie, z zasady superpozycji dla rozwiazan réwnan li-
niowych. Wspétezynniki ©4,,, ©2, oblicza si¢ z warunkéw poczatkowych

u(x,t:O):f(x), —(Jf,tIO):g(l’), (251)

gdzie f (x),g(x) sa zadanymi funkcjami. Aby te warunki wykorzystaé, trzeba réwniez
przedstawi¢ te funkcje w postaci szeregéw Fourier’a

f(x)= i fosink,z, g(z)= ign sin kpx. (252)
n=1 n=1

Takie przedstawienie jest mozliwe, gdyz, jak juz wspominaliSmy, ciag funkeji {sin k,z} ~
jest ortogonalny. Przystepujemy do wyjasnienia tego pojecia.
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Zalézmy, ze powyzsze szeregi sg jednostajnie zbieine, co oznacza, ze mozna zamienic
kolejnoscig operacje catkowania wzgledem x i sumowania wzgledem n. Ta wlasnosc
sprawdza sie w praktycznych zastosowaniach a posteriori. Wtedy mamy dla dowolnego
m

! 00 !
/ f (z) sin kxdx = Z fn / sin k,, sin k,,,xdx. (253)
0 — 0

Zbadajmy catke w tym wzorze. Calkujac dwukrotnie przez czesci otrzymujemy

l l
1 kny,
/ sin k,rsink,,zdr = -— . sin k,,x cos l{:mx\izo + T / cos kyx cos k,,xdr =
0 m Jo

m

b | L cos knx sin k|, + i /l sin k2 sin ky, zdx
= 7|7 n md | p— T 1N Kp X SN Ry ’
km km =0 km 0

skad wynika

2 l
(1 - k—;) / sin k,x sin k,xdr = 0. (254)
m 0

Ten zwiazek jest spelniony dla n = m. W przeciwnym przypadku otrzymujemy
I
/ sin k,z sin k,,xzdx =0 dla n # m. (255)
0

To jest warunek ortogonalnosci ciagu funkcji {sink,x} - . Poniewaz k, jest okreSlone
przez czestotliwoci wlasne, wiec sam cigg nazywamy ciggiem funkcji wtasnych. Dla takich
funkcji, jak powyzsza funkcja f (z) pelnia one taka sama role, jak ortogonalne wektory
bazowe dla rozktadu wektoréw na wspéhrzedne. Réznica polega na tym, ze rozktady (252)
wykonuje si¢ w przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych.

Pozostaje wyznaczy¢ wspélczynniki f,,. W tym celu musimy wykonaé¢ catkowanie dla
n=m

! !
1
/ sin? k,,xdr = T cos k,,x sin k‘m:ﬁ\;:o + / cos? k,,xdr = (256)
0 m 0
l

1
= /0 (1 — sin? k‘ml‘) dr = 5

Analogiczne obliczenia wykonuje sie dla funkcji g (z). Otrzymujemy wiec

2 [ 2 [
fo= 7/ f(z)sinkyxdx, g, = 7/ g (z) sin k,zdz. (257)
0 0
Sa to wzory Fourier’a na wspélczynniki rozwiniecia (252).
Konstrukcja rozwigzania jest teraz prosta. Biorac pod uwage warunki poczatkowe
(251) mamy

@2n:fn7 @ln: &

Wn

Zaznaczmy jeszcze, ze przedstawiony powyzej cigg funkcji wlasnych jest charakterysty-

czny dla rozcigganego preta swobodnie podpartego. W zaleznoéci od geometrii problemu

istnieje wiele innych postaci takich ciagéw i nalezy je konstruowaé¢ w kazdym problemie

indywidualnie. Ich struktura stanowi, na przyktad, podstawe dla mechaniki czastek ele-
mentarnych, ktéra nazywamy mechanikq kwantowq.

(258)
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4.2.3 Kontakt dwdéch osrodkow

Rozwazmy jeszcze problem o waznym znaczeniu praktycznym, do ktérego mozna zas-
tosowaé bezpo$rednio rozwigzanie (243). Mianowicie rozpatrzymy propagacje fali w pre-
cie o nieskonczonej dtugoéci, ktérego lewa czesé (tzn. dla x < 0) jest zrobiona z materiatu
o module sprezystosci E_ i gestoSci masy p_, a cze$¢ prawa (tzn. x > 0) z materialu o
module sprezystoSci E i gestoSci masy p, . Na granicy miedzy tymi dwoma materiatami
mamy dwa warunki zgodnoSci: 1) przemieszczenia po lewej i po prawej stronie granicy sa
takie same, oraz 2) naprezenia sa réwne. Oznacza to

_ Ou(— ou
U(-) (0 ’t) = U(+) (0+’t)’ L a(x) (0 ) Ly a( :

gdzie u_,u, sg rozwigzaniami dla, odpowiednio, x < 0 i z > 0. Przyjmijmy, ze fala o
czestotliwosci w porusza sie z kierunku —oo. Zalézmy prébnie postac rozwigzan

(0%,1), (259)

uey = UL dlaxz <0, ug =0}, dlaz >0, (260)

k- = Ci> ky = \/E CJr—\/E+

Podstawienie do warunkéw zgodnosci (259) prowadzi do zwigzkéw

U(l_) = U(1+), \/ Efp,U(l_) = v/ E+p+U(1+). (261)

Te dwa warunki moga by¢ spelione jednoczeénie tylko wtedy, gdy Ul = Ui = 0. Oz-
nacza to, ze wyboér rozwiazania (260) jest falszywy. Fizycznie postat tego rozwiagzania
oznacza, ze fala biegnie w jednym kierunku — w kierunku rosngcego x. Tymczasem nalezy
oczekiwac, ze na granicy x = 0 moze nastapi¢ podzial fali przychodzacej z lewej strony
na fale, ktéra biegnie dalej w tym samym kierunku w drugiej czesci preta i na fale odbitg
od granicy, ktéra biegnie na lewo. Wtedy rozwigzanie trzeba zapisa¢ w postaci

uy = Ulye™=meD L U7 ettt dla z <0, (262)

Uy = U(1+)eik+(x_c+t) dla x > 0.
Podstawienie do warunkéw zgodnoéci (259) daje wtedy
1 > gn
UL +UE, = Uk, (263)
VE-p- (UL =U8) = VE Ul

Przyjmijmy, ze amplituda fali padajacej Ul jest znana. Wtedy powyzszy uklad réwnan
okresla nastepujace stosunki

Ut JVE-
T (1+) _9 P— _ 27_ | (264)
U(,) \/E+p++ \/E_pi Z_+Z+
U(Q*) \/E+,0+ - \/E_,O, Z_—Zy

R = — — , (265)
U(li) \/E+p++ \/E_p_ Z_+Z+
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gdzie

Z_=\Ep_=p.c, Zi=+\/Eip, =p,cy, (266)
jest impedancjqg preta dla x < 0 i, odpowiednio, dla x > 0. Stosunki 7" i R nazywa
sie, odpowiednio, wspdtczynnikiem transmisji i wspdtczynnikiem odbicia (ang. reflection).
Typowe wartosci impedancji sg nastepujace

Zyowietrse = 1:333,5=2333,5 [kg/m*-s],
Zheton = 25003300 = 8,25 -10° [kg/m?*- 5], (267)
Zga = T700-5200 = 40,04 -10° [kg/m* - s].

Jak tatwo sprawdzi¢, wartoSci impedancji majg decydujacy wplyw na charakter fal
przechodzacych przez granice osrodkéw. W przypadku Z_ > Z, mamy 7' > 1i R > 0, co
oznacza, ze amplituda fali ulega wzmocnieniu po przejéciu, a znak amplitudy fali odbitej
jest taki sam, jak znak amplitudy fali padajacej (lewa cze$¢ Rys. 24). Natomiast w
przypadku Z_ < Z, mamy 7' < 11 R < 0, czyli amplituda fali ulega zmniejszeniu po
przejsciu, a znak amplitudy fali odbitej jest przeciwny do znaku amplitudy fali padajacej
(prawa cze$¢ Rys. 24). Te wlasnoSci maja istotne znaczenie w zastosowaniu fal w akustyce
pomieszczen, medycynie itp.

Rys. 24: Przejscie fali z osrodka o wysokiej impedancyi do osrodka o niskiej impedancyi
(Z_ > Z,, lewa strona rysunku) oraz z o$rodka o niskiej impedancji do osrodka o
wysokiej impedancyi (Z_ < Z,, prawa strona rysunku)

4.2.4 'Wzory transformacyjne

Paragraf ten zakonczymy konstrukcja wzoréw transformacyjnych metody przemieszczen.
Rozpatrujemy pret o dltugoéci [, ktérego konce sa oznaczone indeksami 7 i j (patrz: Rys.
25).

u.(i 1ix. 1 u, (t

—

-~ g

Rys. 25: Oznaczenia do wzoréw transformacyjnych preta rozcigganego

Gestos¢ sily dzialajacej na pret w punkcie = oznaczamy przez N(z,t). Jej wartodci
w punktach koncowych sa, odpowiednio, N;; (t) = —N (0,¢),Ny;; (t) = N (I,t). Badamy
drgania harmoniczne

u(z,t) =u’ (z)sin (wt +¢), N (x,t) = N°(z)sin (wt + ). (268)
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Posta¢ rozkladu amplitudy przemieszczenia jest nastepujaca (por. wzor (244))

u’ (1) = Cysinkx + Cycoskr, k =w ﬁ
7 warunkéw na brzegach wynika
Cy = u'(0)=u), u’(l)=Cysinkl + Cycoskl = u? =

= Cy = u° — u? cot kl.

~ sin

Ostatecznie k(] -
sink (I —x sin kx

u’ () = ( )u? — !,

sin ki sinkl 7

Biorac pod uwage prawo Hooke’a

du®
NO(z) = EA—

otrzymujemy ostateczny wynik — wzory transformacyjne dla preta rozcigganego

Nij(t) = N (z)sin(wt+ ),

EA[ Kkl ki
0 _ 0_ 0
Ny = {tank:lul sinkluﬂ]’
EA[ K ki
N = _ 0 0
Ji z { sinkluletankluj]

Przyklady zastosowania wzoréw transformacyjnych

(269)

(270)

(271)

(272)

(273)

(274)

Rozwazymy drgania wiasne kratownicy, przedstawionej na Rys. 25a. Wszystkie prety
majg jednakows sztywnoS¢ na rozciaganie F'A i gesto$¢ masy na jednostke dlugosci pu.

Trojkat jest réwnoboczny.

(s

)£§ e

A~

Rys. 25a.: Przykltad kratownicy do obliczania drgan wlasnych

Przemieszczenia wezléw sprowadzaja sie do trzech niezaleznych wielkosci: w
(trzy dynamiczne stopnie swobody; patrz Rys. 25b).
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Rys. 25b: Przemieszczenia weztéw kratownicy

Wtedy przemieszczenia weztowe pretéw maja postac

1 f 1 3
1
uy = §u§, uy = udl.

Na podstawie wzoréw transformacyjnych (274) otrzymujemy wiec nastepujace wartoSci
sil, dzialajacych w weztach

— wezet 3

Mo = ETAtailkl (%“5 - g ) (276)
— wezet 2

Ny = ETA%U? (277)

£A

N. =
23 I

k(1 45 V3 ki1
 tan kl <2u3 + 2 u3> +tank12u2 ’

Pozostaje speli¢ dynamiczne warunki réwnowagi dla tych dwéch weztéw. Trzy z
nich pozwalaja obliczy¢ reakcje w podporach, co jest dla rozwazanego prob lemu drgan
wiasnych nieistotne. Pozostale trzy warunki maja postac

— wezet 3

—N31 — N32 =0, N33 — N3z =0, (278)

— wezet 2

1
—Ngl — §N23 = 0. (279)
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Podstawienie wzoréw (276), (277) prowadzi do uktadu trzech réwnan dla trzech niewiadomych

H ,V ,H.
Uz, Ug , Uy

cos kl (u? - \/ﬁu;/) =0,
cos ki (u? + \/gu;,/> —utl =0, (280)
5cos klut — (uf + \/gué/) =0.

Niezerowe rozwigzania istnieja, gdy spelniony jest jeden z ponizszych warunkéw:

A)

coskl=0 = k,l=1,5708+ nm, (281)
tzn.
ull =0, ull = —/3ud, (282)
czyli wektory wiasne dla dowolnego n maja postac
H Loy !
<u3 .= ﬁug ,0) . (283)

Oznacza to, ze w czasie drgan tej formy wezel 2 nie przemieszcza sie, a pret 2-3 ulega
jedynie sztywnemu obrotowi.

B)
coskl #0 = ull =V3uY, ul =2coskiull, (284)
oraz .
1,1071 + nm
2 _ - — ) )
cos” kl = s = kil { 9 0344 + nrr (285)
Wtedy wektor wiasny ma postac
(43 T
H H H
Uy , —=uy ,2cos kylug | (286)
% )

a wiec drgaja oba wezly 2 i 3.
Oczywiscie spektrum drgan wlasnych jest dane wzorem

|EA

Policzymy ten przykiad dla pretéw stalowych o prostokatnym przekroju poprzecznym
3x10 cm, dlugosci | = 3 m. Wtedy

kgm
s2

K K [EA 1
p o= T5x10°-2 =025 x 1072, \[== =5,2915-,
m m ul s

E = 210 GPa, FEA=6,3x 10" (288)
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Podstawienie do (287) daje

1
wi = 58382, fi= ;‘j—; —0,9324 [Hz] (mod B),
1
w = 831197, fr= % —1,3229 [H7 (mod A), (289)

1
ws = 10,7650, fs— % —1,7133 [Hz (mod B), ...itd.
S T

Dla poréwnania rozwazmy jeszcze przypadek statycznie niewyznaczalny, przedstaw-
iony na Rys. 25c.

(G

i
™4 b |
[ Pl

Rys. 25c: Przyktad kratownicy statycznie niewyznaczalnej

W tym przypadku trzeba okresli¢ z warunkéw réwnowagi wezta 3 wielkosci dwdéch
sktadowych przemieszczenia tego wezta. Pozostale cztery warunki okreslaja sity reakcyjne.
Postepujac analogicznie, jak w poprzednim przykladzie dostajemy warunek

kKl
p— . 2
tan klu3 0 (290)

[EA
kol = g Hm = wn = [ (15708 4 ) (201)

Poréwnanie tego wyniku z poprzednimi pokazuje, ze sztywniejszy uklad statycznie niewyz-
naczalny ma wyzsza pierwszg czestotliwosc drgan wlasnych. Dla przedstawionego powyzej
przyktadu mamy teraz

A wiec

1
Wi = 83119~ fi =L =1 3229 [Hy,
S 2
1 w2
wp = 24,9356, fo= 2 =3,9686 [Hy], (292)
1 w3

wg = 41,5594—, f3=— =6,6144 [Hz|,...itd.
S 2
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4.3 Dynamika preta zginanego
4.3.1 Roéwnanie osi ugietej

Podobnie, jak réwnanie dla preta rozciaganego, réwnania ruchu preta zginanego mozna
réwniez wyprowadzi¢ bezposrednio z réwnan teorii sprezystosci poprzez wprowadzenie
zatozen Kirchhoffa o plaskich przekrojach i matych deformacjach. Wynika stad tzw.model
Eulera-Bernoulli’ego. Ponizej przedstawimy bezposrednig metode oparta na analizie réwno-
wagi dynamicznej elementu takiego preta (por. Rys. 26). WielkoScia poszukiwang jest
ugiecie osi obojetnej preta prostoliniowego, ktére oznaczamy przez w (z,t), gdzie x jest
zmienng wzdhuz osi obojetnej. Wtedy w przyblizeniu §%w/0x? jest krzywizna osi zdefor-
mowane] (zmiana kata obrotu zdeformowanej osi preta), a 9%w/0t? jest przyspieszeniem
w otoczeniu dowolnego punktu osi.

T
M 03 g
(B )
i 7+ éf dx
g
A" Pl d‘:\”/

Rys. 26: Sity dziatajace na element preta zginanego

Warunki dynamicznej réwnowagi (zasada d’Alamberta) elementu preta o dtugosci dz
maja postac

9*w

oT
M—M—a—M+de—dBd—x—pd;pd_x _—
Ox 2 2

W tych zwiazkach M jest momentem zginajacym, T sila tnaca, B sila bezwladnosci, p
intensywnoScig obcigzenia ciaglego. Po uproszczeniu otrzymujemy

Pw  OT oM
Wop = oz T 1=
W teorii Kirchhoffa zachodzi nastepujacy zwiazek konstytutywny (materiatowy) po-
miedzy momentem zginajacym M i krzywizng
Pw
ox?’
gdzie zakladamy, ze sztywnosc preta na zginanie E'T jest stala.

Polaczenie tych zwiazkéw prowadzi do nastepujacego réwnania dla ugiecia w

0w 0*w
— 4+ F[— =p. 2
Woam T EIG 5 =p (296)

(204)

M =—EI (295)
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W przeciwienstwie do réwnania dla preta rozciaganego to réwnanie nie jest hiperboliczne.
Opisuje ono fale monochromatyczne (o zadanej czestotliwoSci), ale nie opisuje propagacji.
To stwierdzenie wyjasnimy za chwile. Istnieja w literaturze liczne préby poprawienia
tej wlasnoSci. Jeden z najbardziej znanych modeli falowych zginania belek skonstruowat
Timoszenko wprowadzajac dodatkowo efekty bezwladnosci obrotowej elementu preta i
zmiang postaciowa jego ksztattu. Nie bedziemy si¢ dalej zajmowali tym problemem.
W przypadku braku obciazenia cigglego p = 0 powyzsze réwnanie opisuje gietne
drgania wltasne belki
p O*w  w
EI 0 a0
Zanim przystapimy do kostrukcji rozwiazania tego réwnania stosowanego w prakty-
cznych zastosowaniach dokonajmy préoby konstrukcji rozwigzania tego réwnania przy po-
mocy funkcji opisujacej fale biegnaca tego samego typu jak w rozwigzaniu d’Alamberta
dla réwnania falowego. Zakladamy

—0. (297)

w = Weilkz=«t), (298)
Podstawienie w (297) daje
£ (—iw)? + (ik)
tzn. , 0o
K= Lo (299)

Jest to przyklad réwnania dyspersyjnego, ktére okresla liczbe falowq przy pomocy zadanej
czestotliwosci w. Mamy wiec

A :tw\/i { f@\g\é__f (300)

Przypadek dwéch rzeczywistych rozwigzan prowadzi do propagacji zaburzen o postaci

w, = Wjexp [Z\/c_ui/g (x — ﬂi‘/%t)
+Ws exp [—z\/c_u(l/% <93+ ﬁi‘/%t)] .

To rozwiagzanie dla zadanej czestotliwos$ci nazywa sie falg monochromatyczng, co oznacza,
ze ma ona zadang czestotliwoéé. Predkos¢ propagacji zaburzen (tzw. predkosé fazowa fali
monochromatycznej) jest nastepujaca (wspélczynnik przy zmiennej t!)

c=vw \/7 (302)

Oznacza to, ze wzrastajaca czestotliwo§¢ fali powoduje wzrastajaca predkoS¢ propagacji

(301)

lim ¢ = oo. (303)

w—00
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Tym samym nie istnieje front fali zaburzenia. Sygnat moze sie propagowac z nieskonczenie
wielkg predkoscig. W tym znaczeniu, mimo istnienia fal monochromatycznych, réwnanie
(297) nie jest réwnaniem falowym.

Druga czes$t rozwigzania dla liczby falowej

w; = (Wg exp [—\/a{*/ %x} + Wyexp [\/C_U ¥ %4) e (304)

opisuje wylacznie drgania i nie ma charakteru falowego.

4.3.2 Metoda rozdzielania zmiennych. Funkcje wlasne

Przystepujemy do poszukiwania rozwigzania réwnania (297) metoda rozdzielania
zmiennych

w(z,t) =0 (t) X (x). (305)
Podstawienie w (297) daje

BIX" ) _2 XV X . d*e

X "o = 9= (306)

Podobnie jak w przypadku preta rozcigganego w? jest dowolng stalg. Te zwigzki prowadza
do nastepujacych rozwigzan

O (t) = Oy sinwt 4+ O9 coswt = Asin (wt + ). (307)

Tym samym w jest czestotliwoScig kotowg drgan. Jednoczesnie

XV _gtx =0, B:= ,4/0;2%. (308)

Podstawiajac X ~ e’ otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
M—_pt=0 = MNao=2£8, lgu=+ib. (309)
Rozwigzanie ma wiec postac
X (x) = Cysin Sz + Cy cos fzr + Cysinh Sz + Cy cosh Sz. (310)

Przy pomocy tych wynikéw znajdziemy teraz rozwigzanie dla dwéch waznych przy-
padkéw szczegdlnych.

1) Rozpatrzymy najpierw gietne drgania wlasne belki swobodnie podpartej o dtugosci
[. Warunki brzegowe dla tej belki sg nastepujace

w(0,t) =0, w(l,t)=0, M(0,t)=0, M(l,t)=0. (311)
Biorac pod uwage zwiazek fizyczny (295) otrzymujemy

X(0)=0, X(1)=0, X"(0)=0, X"(I)=0. (312)
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Podstawienie (310) daje dwa uklady réwnan

Co+Cy = 0, (313)
—Cy+Cy = 0,
z ktérego wynika
Cy=Cy =0, (314)
oraz
Cisin 8l + C3sinh 5l = 0, (315)
—(C sin Bl + C3sinh 51

Poniewaz jest to liniowy jednorodny uklad réwnan dla stalych Cf,C3, wiec posiada on
niezerowe rozwigzania, gdy znika jego wyznacznik, tzn.

2sin Sl sinh 51 = 0. (316)
Warunkiem istnienia rozwigzan jest wiec zwiazek
sinfl=0 = fBl=nm, (317)

gdzie n jest dowolng liczbg naturalna. WartoSci § okre§lone zwigzkiem

B, ="" (318)

nmw
[
nazywamy wartosciami wtasnymi réwnania

XV _ptX =0, (319)

dla powyzszych jednorodnych warunkéw brzegowych. Wynikaja stad czestotliwosci drgan
wlasnych belki swobodnie podpartej (por. (308))

=, (320)

Podstawiajac (318) w (315) widzimy, ze stala C's musi by¢ réwna zero dla kazdego (3,,,
a stata (] jest dowolna. Funkcje X dla tak wybranych $ mozna wigc napisaé w postaci

. nmwx
X,=Cpsin—, n=1

l e (321)

O statych C,, méwimy, ze sa swobodne, a funkcje X,, nazywamy funkcjami wtasnymi tego
problemu. Sg one odpowiednikami wektoréw wlasnych problemu dyskretnego.

2) Rozpatrzmy teraz gietne drgania wlasne preta o dlugoéci [, utwierdzonego na obu
koncach. Warunki brzegowe sprowadzajg sie do zaleznoSci

X(0)=0, X(I)=0, X' (0)=0, X'(I)=0. (322)
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Prowadza one do zaleznosci

Cy sin Bl + Cy cos Bl + Cz sinh 51 + Cycosh I = 0, (323)
01 + 03 = 0,
Chcos Bl — Cysin Bl + Cscosh Bl + Cysinh gl = 0.
Eliminujac Cs5, Cy otrzymujemy
C183 (B1) + C2S2 (B1) = 0, (324)
C15 (Bl) + C2.5, (Bl) = 0,
gdzie
S (Bl) = % (sinh 31 + sin 1)
1
Se (Bl) = 5 (cosh Bl — cos Bl) , (325)
S5 (8l) = % (sinh 31 — sin 81) |
sa tzw. funkcjami Krytowa. Jesli zdefiniujemy dodatkowo
So (Bl) = % (cosh Bl +cosBl), S_1=5j, (326)
to ich pochodne spelniajg zwigzek rekurencyjny
as;
7 = %1 (327)

Funkcje te sa stabelaryzowane (patrz, na przyktad, rozdzial J. Langera).
Uklad réwnan (324) dla Cy, C; posiada nietrywialne rozwiazania, jesli jego wyznacznik
jest réwny zero. Mamy wiec

S3 (B1) S1 (1) — S5 (1) = 0. (328)
W tym prostym przypadku powyzsze rownanie mozna réwniez napisa¢ w postaci
1
h —1= 1 = . 2
cosh Sl cos Bl 0 lub cosfl cosh 1 (329)
Jego rozwigzania sg nastepujace
Bl = 4,730, Byl =7,853, (sl =10,996, B, =14,137, (330)
1+4+2n )
Bl = 5 T dlan >4 gdyz wtedy cosh 3l

Dla tych rozwiazan mozemy wybrac stala C,, jako swobodna, a pozostale stale maja
wtedy postac

Ss (8,1)
Sz (Bul)’

S3 (B,l)

C3n - _Cln7 C4n - Cln

(331)
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Funkcje wlasne dla belki obustronnie utwierdzonej maja wiec postac

Sz (Bar) S (5n93)>
Sz (B,1)  Sa(Bul) )

Posta¢ kilku z tych funkcji wlasnych jest przedstawiona na Rys. 27.

X (2) = 201055 (8, ( (332)

1+ 1

0.5 0.5 n=2

Rys. 27: Funkcje wlasne dla belki swobodnie podpartej rozcigganej (lewa czesé
rysunku), swobodnie podpartej zginanej ($rodkowa czeS¢ rysunku)
i obustronnie utwierdzonej (prawa czeS¢ rysunku).

Rozpatrujac drgania pretéow rozcigganych pokazaliSmy, ze rozwigzania mozna tworzy¢
przy pomocy szeregéw Fourier’a. Ta wazna wiasnos¢ wynikata z wiasnosci ortogonalnosci
funkcji wlasnych. Pokazemy, ze wystepuje ona réwniez dla pretéw zginanych.

Twierdzenie: Funkcje wlasne dla pretéw zginanych tworza uklad ortogonalny w prze-
dziale (0.0).

Dowdéd. Réwnanie (308), opisujace funkcje X, jest takie samo, jak réwnanie dla staty-
cznego ugiecia preta z obcigzeniem ciagltym p,,, okreSlonym zwigzkiem

d*X,

EI
dxt

= Dn, Pn= ,uwan. (333)

W zwigzku z tym dla réznych n i m mozemy zastosowac twierdzenie Betti’ego o wzajem-
noéci (patrz, na przyktad, W. Nowacki, Mechanika Budowli, tom I)

l l
0 0

7 definicji obcigzenia p,, i p,, otrzymujemy wiec

I
(w2 —w2) / Xy Xpdx = 0. (335)
0

Stad wynika
l
/ X, Xpdx =0 dlan#m, (336)
0

co konczy dowdd.

W zastosowaniach korzystnie jest ciag ortogonalny funkcji wiasnych {X,} ~, unor-
mowac tak, by dla n = m wynik calkowania byt réwny jednosci. Wystarczy wprowadzic¢
nastepujaca definicje

1
Xo =, Xn, H, = (/ Xﬁd:z:) . (337)
0

Nl
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OczywiScie, ciag {Xn}zozl jest réwniez ortogonalny, a dodatkowo spetnia zwigzek

l
/ X Xod = 6. (338)
0

Rozwazmy przyklad funkcji wlasnych (321) dla zginanej belki swobodnie podparte;.
Mamy wtedy

=

! 2 1
X, = Cipsin == = oy, = 012”/ sin® 2o g =1/-= (339)
l 0 l [ Cip,
Unormowane funkcje wiasne maja postac
- 21 . nmx 2 . nrmo
Xn = jc—lncln Sin T = \/;sm T (340)

Tym samym nie zawieraja juz one stalej swobodne;.

4.3.3 Drgania wymuszone
Powracamy do analizy réwnania (296)

0w 0*w
o T El g =P

Dla zadanego dowolnego obcigzenia zewnetrznego p (z, t) wygodnie jest zastosowaé metode
rozwinigcia w szereg Fourier’a. Metode ta omawialiSmy juz dla preta rozcigganego,
ktérego funkcje wlasne maja posta¢ funkcji sinus. Wiemy jednak. ze postac funkcji whas-
nych moze by¢ rézna, gdyz zalezy ona od problemu brzegowego. Dlatego tez zastosujemy
tu uogdlnienie, oparte na dowolnym ciggu unormowanych funkcji wiasnych {Xn}:o:l- Dla
wiekszoSci rozwazan konkretna postac tych funkcji nie jest istotna.

Zal6zmy, ze obcigzenie zewnetrzne mozna przedstawic w postaci nastepujacego
szeregu absolutnie zbieznego

p(a,t) = hn(t) Xu(). (341)

Wspétezynniki rozwiniecia p, (t) okreSlimy tak samo, jak w poprzednio analizowanym
szeregu Fourier’a. Pomnézmy powyzszy zwiazek przez X, (r) i wykonajmy catkowanie
po z. Otrzymujemy

/0 X (2)p(2,t) dx = Zﬁn (1) /0 X (2) X, (2) dz = Zﬁn (t) Grm,
tzn. .
P (1) = /0 p(z,t) X, (z) dx. (342)

Jest to wzor na wspoétezynniki Fourier’a, analogiczny do (257). Przy jego wyprowadzeniu
skorzystaliSmy z jednostajnej zbieznosci. Jego budowa jest prostsza, niz (257), gdyz
funkcje wtasne sa unormowane.
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Rozwigzania réwnania dla linii ugiecia poszukujemy w postaci analogicznego szeregu
w(z,t) =Y by, (t) Xy (). (343)
n=1

Po podstawieniu do réwnania (296) otrzymujemy
o B _ i B (1) -~ i B -~ B (1) dQ'JJn
EIY 0 () K1Y (@) 3 (0 ()% () = 35 (1) Ko (2) (@0 (1)) = S 1)
n=1 n=1 n=1

(344)
Poniewaz funkcje wlasne sg ortogonalne, to réwnanie to musi by¢ spelnione oddzielnie dla
kazdego n

Eld, (1) XV (2) + lu(fw;'@)) — b (t)] Ko (2)=0, n=1,.... (345)

W kazdym z tych réwnan mozemy rozdzieli¢ zmienne

EIXIV () — +n
X () = —TM (t) = wy, (346)

gdzie, oczywiscie, czestotliwoéci w,, okreSla sie tak, jak dla réwnania (306);. Do wyz-
naczenia wspétczynnikéw w,, otrzymujemy réwnania

(1) 1
(W) + Wiy, = =P, n=1,.... (347)
il

Rozwigzanie jest suma catki ogélnej réwnania jednorodnego i calki szczegdlnej réwnania
niejednorodnego i ma postaé?

t
Wy, (t) = Ay sinw,t + By, cosw,t + / P (T)sinw, (t — 1) dr. (348)
0

[y,
Calka po prawej stronie, opisujaca wplyw dowolnego obcigzenia zewnetrznego jest
szczegblnym przypadkiem tzw. catki Duhamel’a. Ogdélny przypadek dotyczy réwnan
typu (347) zawierajacych wpltyw tlumienia w postaci (¢/p) w. Wtedy catkowy wkiad ma
postac
1

!/
puer,

t
/ P (T) e ging (t —7)dr, o= 5 ¢ ;W =w,V1— a2 (349)
0 Hwn

2zauuWaZmy, ze

div _ I
# A, wy, coswyt — Bpw, sinwy,t + — / Dn (T) cOswy, (t —7) dr,
" Jo
d? 1 wn [t
dtzn = —Anw% sin wpt — ani cos wpt + ;ﬁn - 7” Dn (T)sinwy, (t — 1) dr.
0
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(por. Paragraf 2.2), w, jest czestotliwoécig dla ¢ = 0. Wyprowadzenie tego zwiazku
polega na zastosowaniu zasady superpozycji do rozwigzan typu impulsowego, tzn dla sity
zewnetrznej proporcjonalnej do § (t), gdzie § (¢) jest delta Diraca.

Stale A, B,, wyznaczamy z warunkéw poczatkowych (por. (251))

ow

w(z,0)=f(z), —-(20)=g(2). (350)

Warunki te przedstawiamy w postaci szeregéw Fourier’a
p y WD g

f@)=) fuXa(@), g(@) =) guXa(2), (351)

gdzie wspotczynniki rozwiniecia sg zadane wzorami Fourier’a

fo = /Ol f () X, (2)dz, §,= /Ol g(x) X, (z)dx. (352)
Jednoczesnie lewa strona zwiazkéw (350) ma postac
w(x,0) = Y W, (0) X, (x) = i B, X, (7), (353)
ow ”;1 0w, S ”:io S
= (@.0) = ; o (0) X, (1) = ;wnAan ().

Poréwnujac (351) 1 (353) otrzymujemy ostatecznie

Bp=fo, A= (354)

Wn

Jako praktycznie wazny przyklad zastosowania powyzszej metody rozpatrzymy prob-
lem rezonansu. Rozwazmy belke obcigzong cigglym obciazeniem harmonicznym

p(x,t) = p° (z)sin pt. (355)

Musimy najpierw przedstawic¢ to obciazenie w postaci szeregu Fourier’a. Mamy

[e.e]

— l —
pat) = 3 () X (), ﬁn<t>:/0p<x,t>xn<x>da::

n=1

- l /0 l P (2) X, (:z:)] sinpt = p2 sin pt. (356)

Zbadajmy teraz wyrazenie, wystepujace we wzorze (348) na ugiecie w (z,t). Musimy
wykona¢ catkowanie

¢ l
/ P (T)sinw, (t —7)dr = ]52/ sin prsinw, (t — 7)dr =
0 0
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!
-0 . . . -
= pn/ sin pr [sin w,t cosw, T — coswyt sinw,, 7| d1 =
0

o . l—cos(p+wp)t 1—cos(p—wn)t
= Sulwnt[ + + 357
) 2+ ) 2(p—wn) %0
4 coswt [sm (p+wn)t sin (p—wn)t}}’
2 (17 _F'Lu7z) 2 (]) - LU71)

gdzie pogrupowano odpowiednio wyrazy pocatkowe.?. Istotne jest zachowanie sie tego

wyrazenia, gdy czestotliwos¢ drgan zewnetrznych p jest réwna jednej z czestotliwoSci
drgan wilasnych, powiedzmy w,,. PrzejScie do takiej granicy wymaga zbadania wyrazéw
powyzszego wzoru, ktore zwieraja réznice p — w,,. Mianowicie

1-— — W)t i — W)t t
lim |sinw,t cos (p = wm)t_ CoS wmtw = —— COSWpt, (358)
P—wmn 2(p—wm) 2(p—wm) 2
gdyz
i — W)t . 1= — W)t
lim S0P =wm)t o 1ocs@mwn)l (359)
p—wm (D — W)t p—wm (p—wm)t

Zachowanie sie w czasie tego wkladu do ugiecia jest pokazane na Rys. 28.

304

207

-204

-30

3W celu zcatkowania uzupetiamy funkcje podcatkowe do funkcji sumy i réznicy katéw:

a)
t 1 t
/ sin pT cos w, 7dT = 3 / (2sin pT cosw, T £ cos prsinw, ) dr =
0 0

t
= %/ (sin (p 4+ wy) T +sin(p — wy,) 7)dr =
0

1[1—cos(p+wn)t n 1—cos(p—wp)t
2 P+ wn p—wn '

~+

t
— / sinprsinw,7dr = [+ cos pT coswy, T — sin pT sinw, 7] dr =
0

o\gc\

[cos (p+ wn) T —cos (p — wy,) 7] dT =

NI = NI~ N

[Sm D+ wn) _ sin (p—wn)t
p+wn P —wn '
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Rys. 28: Wkiad rezonansowy do rozwigzania problemu obcigzenia harmonicznego

Oznacza to, ze w przypadku p = w,, ugiecie ro$nie nieograniczenie w czasie — mamy
do czynienia z rezonansem.

Rezonans pojawia sie takze dla innych obciazen periodycznych. Na przyklad sila
ruchoma, poruszajaca sie po belce z predkoScia vy, = lw,/nm prowadzi do rezonansu.
Pojawia si¢ on réwniez dla periodycznych sit skupionych takich, jak obciazenia mlotem o
okresie T' = 27 /w,,, gdzie w, jest jedna z czestotliwosci drgan wlasnych.

4.3.4 Podsumowanie

Rozwiazania réwnania drgan belki (297), tzn. jednorodnego réwnania, opisujacego drga-
nia wlasne o ot
w w
— + FE[— =0 360
:u at2 + 8.14 Y ( )
poszukujemy przy pomocy rozdzielenia zmiennych. W wyniku

o0

w(z,t) = Y 0,(t) X, (x), (361)

O, +u20, = 0, XIV_g'x,=0, g, = {‘/w%%. (362)

W tych réwnaniach w,, jest czestotliwosciag drgan wlasnych, a 3, wyznacza sie z powyzszego
zwigzku. Wartoéci w,, sa zalezne od warunkéw brzegowych (jednorodnych!) i sa rozwiaza-
niami réwnania charakterystycznego (zerowanie wyznacznika). Rozwiazania X, (x) zwiazane
z wybranymi czestotliwo$ciami w,, sa ortogonalnymi funkcjami wlasnymi i ich postac
rowniez zalezy od warunkéw brzegowych. Unormowane funkcje wlasne

_ X, (gj) 1 _
X, (z) = ) X () X (x
Vs X2 (W) dy /

upraszczajg rozwiniecia w szereg dowolnych funkcji wzgledem funkcji wlasnych

px,t) = pu(t) Xulz), Da (t):/op(%t)Xn (z) de. (364)

) = Onm, (363)

W przypadku obcigzen zewnetrznych mamy

02w 0*w
L L EIT— —
hom T EI5 T =P (365)

Wtedy rozwiazanie ma postac
w(z,t) =Y W, (1) X, (), (366)
n=1

gdzie X,, sa unormowanymi funkcjami wlasnymi dla zadanych warunkéw brzegowych,
oraz . .

o /0 Do (t) sinw, (t — 1) dr. (367)
Wyrazenie catkowe w powyzszym wzorze — catka szczegdlna réwnania niejednorodnego —
nazywana jest caltka Duhamela.

wy(t) = Apsinw,t + By, cos w,t +
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4.3.5 Wzory transformacyjne

Rozpatrzymy teraz problem konstrukcji wzoréw transformacyjnych, analogicznych do
wzoréw statyki i cytowanych w Tabeli Paragrafu 3.4.2. Badamy pret obustronnie zamo-
cowany drgajacy harmoniczne z czestotliwo$cig w, tzn. [ = Jw+/u/EI. To oznacza,
ze

w(z,t) = sin(wt+¢)X (2), (368)
0 . 0 d>X
M = M’sin(wt+¢), M (x):—EIW,
*X
T = T%sin(wt+¢), T°(x )_—EI%

WprowadZzmy oznaczenia (por. Rys. do Tabeli w 3.4.2, w ktérym wszystkie wielkoci
nalezy zastapi¢ wielkoSciami z indeksem 0)

w) = X(z=0), wi=X(@x=1I)), (369)
dX dX
0 e e = 0 = — —

My = M’(z=0), M= MO( =1), (370)
Ty = T'(@=0), Ti=T"(z=1).

W rozwiazaniu (310) trzeba stale C1, . .., Cy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych (369),
(370). Po prostych obliczeniach otrzymujemy nastepujace wzory transformacyjne dla mo-
mentow zginajgcych

- I
¢ 7
0 0
M = S| s (e e (a0 o (o 5E|. (371)
0 0
M = T s e e e 5 5 — o) 5|

gdzie

cosh Bl sin $l — sinh 1 cos 51
1 — cosh 3l cos 31 ’
sinh 8] — sin Sl
1 — cosh Blcos Bl’
o cosh Bl — cos fl
(B = (B 1 — cosh Bl cos 81’
sinh Sl sin (51
1 — cosh 8l cos 81’

c(pl) = pl

s(pl) =

(372)

N

tBh) = (B VT

Bl =
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Dla sit tnacych mamy odpowiednio

0 0
14— G g em @ —a@ ] e
0 0
T = T PO (8 5 - m (30 ],
gdzie
B 3 sinh Sl cos Bl + cosh Sl sin Sl
m(B) = (8D 1 — cosh Bl cos 31 ’ (374)
n(Bl) = (m)g sinh 3l 4 sin Sl

1 — cosh 8l cos Bl
Funkcje te sa stabelaryzowane (patrz, na przyktad, W. Nowacki, Mechanika Budowli,
tom II). W granicy w — 0, tzn.  — 0 otrzymujemy

c(0)=4, s(0)=2 r(0)=t0)=6, n(0)=m(0)=12. (375)

Sa to wartosci, ktére wystepuja we wzorach transformacyjnych statyki.

Wzory dla innych przypadkéw podparcia mozna otrzymac nakladajac odpowiednie
wiezy w powyzszych wzorach. Na przyktad, dla belki swobodnie podpartej dla x = 0 i
utwierdzonej dla x = [, trzeba obliczy¢ ) z warunku M), = 0, a nastepnie podstawi¢ w
powyzszych zwigzkach. Otrzymujemy wtedy

rd

Mg = 0,

wg = Eenager ot —aen ],

1 = 5 reneement -an ], (370
1 = 5 [ren e nen - pen ],

gdzie
_ sinh 3l sin (1
) = pl
¢ (B1) B cosh 3l sin Bl — sinh Bl cos 1’
o cosh Bl sin Bl + sinh Bl cos Bl

E(ﬁl) = (ﬁl) cosh Sl sin Bl — sinh i COSBZ’

) B 9 sinh 31 + sin 3l

r (ﬁl) - (ﬁl) cosh 6[ sin ﬁl — sinh Bl COs 61’ (377)
cosh Bl + cos 1

n(pl) = (Bl

cosh 31 sin Bl — sinh 3l cos 31’
1 + cosh Sl cos Bl
cosh 3l sin Bl — sinh Bl cos 1’
_ h 5l cos Sl
_ 941y Ccos ‘
p(Bl) (B1) cosh Bl sin Bl — sinh (1 cos (1

m(Bl) = (BI)°
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Oznaczenia:

b

o

Powyzsze wzory transformacyjne zastosujemy do rozwigzania prostego przykladu.
Poszukujemy czestotliwo$ci drgan wiasnych uktadu, przedstawionego na Rys. 29.

%I 2
Ef

L= pA

pA

—

] 3
§w£],/z‘

Rys. 29: Przykltad do zastosowania wzoréw transformacyjnych
Pomijamy wplyw Sciskania i rozciggania. Wtedy warunek réwnowagi momentéw dla
wezta 2 daje
M201 + M203 =0, M201 = M203 = %C(ﬁl) ‘Pg- (378)
WykorzystaliSmy tu wzory (371). Mamy wiec

BZCOShﬁl sin 31 — sinh Slcos Bl 0
1 — cosh Bl cos i B

— sin 51 = cos Bl tanh SI. (379)

Rozwigzania numeryczne tego réwnania transcendentalnego (przestepnego) sa nastepu-
jace

1
Byl =3.9266, B, =T7.0686, Byl =10.2102, 8,1~ (n + —) r dla n>2

. (380)
Tym samym czestosci drgan maja wartoSci

o [EI
W = (ﬁl) W7
ETl El El
w1 154182 | —=, w2 =49,9651 [ —7, w3 = 104,24814 [ —, ... (381)
wl ul ul

Na przyktad, dla nastepujacych danych

EI = 5x10* Nm?, [=5 m, A=0,003 m?

p=T7850 kg/m® ~ (382)
K EI 1
u o= 23,55 -8 |2 _ 58984 -
m pul S
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trzy pierwsze czestotliwoSci drgan wlasnych sg nastepujace
w; =89,8634 1/s, wy =291,2166 1/s, ws=607,5996 1/s, (383)

tzn.

fi=14,3022 [Hz], fo=46,3486 [Hz], f3=96,7024 [Hz].... (384)

W trzech kolejnych przykladach, przedstawionych na Rys. 29a, uklady sg przesuwne.
Wszystkie trzy posiadaja dwa dynamiczne stopnie swobody: obrét ¢, = sin (wt + ) Y i
przesuniecie poziome w; = sin (wt + ) w wezta 1. Réwnania dla tych wielko$ci wynikaja
z warunkéw dynamicznej réwnowagi wezta 1 i sa one dla wszystkich trzech zadan identy-
czne

MYy + MYy =0, TPg+ plw*w = 0. (385)

Ostatni czton w drugim wzorze wynika z sity bezwtadnosci preta poziomego: pli;.

A uFl Zzz__ 2w 2EL iz 2y 2EI )
7z 4 FRRY NN i I A
{ w El Virr

® |1 @ |

b
3

- AB Y
/ & i 77,
> >
Rys. 29a: Przykiady uktadow przesuwnych

Zadania réznig sie sposobami podparcia i dtugoscig stupéw, a wiec i wzorami trans-
formacyjnymi. Mamy odpowiednio

1) Dla preta poziomego stosujemy wzory transformacyjne dla podparcia przegubowego,
a dla pionowego z obustronnym zamocowaniem

ET ET w?

My = e, M= e+ e 2L (356)
EI w? ul4
o _ _ = 0 ' § — M2
Tl = G [t men G a= {fu

W tych wzorach w; jest przesunieciem poziomym wezla 1, a ¢, jego obrotem. A wigc
warunki réwnowagi maja postac

0
(@4 c) 0+ t% — 0, (387)

EI 0
—— (t@? +m%> + pluwdw? = 0.
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Drugi wyraz w drugim warunku wynika z faktu, ze masa preta poziomego ul wywoluje site
bezwladnosci plu, podobna do masy skupionej w ruchu poziomym tego preta. Warunki

te mozna napisa¢ w postaci
w0
(C+e)pi+t—7 =0, (388)
0

th— () =m) <L = 0,
Zerowanie sie wyznacznika tego uktadu
E+e) ((B) —m) +t* =0, (389)

prowadzi do réwnania przestepnego dla (3, a wiec i dla czestotliwoSci w. Numeryczne
rozwigzanie tego problemu daje nastepujace dwie pierwsze wartosci

EI
Bl = 14362 = w; =2,0627,/—,
pl
EI
Byl = 35031 = w,=12,2717 P (390)
|EI
Byl = 44766 = ws = 20.0399 R

Dla danych z poprzedniego zadania otrzymujemy
w; =12.0222 1/s, wy=171,5244 1/s, w3 = 116,8006 1/s, (391)

tzn.

fi=1,9134 [Hz], f,=11,3835 [Hz|, f;= 18,5894 [Hz.... (392)

Poréwnujac wynik (392) z wynikiem (384) widzimy, ze usztywnienie ukladu przez
zstgpienie przegubu przesuwnego zamocowaniem, powoduje znaczny wzrost czestotliwosci
drgan wlasnych (wysokie strojenie!), co jest zwykle praktycznie pozadane.

2) Dla obu pretéw stosujemy wzory transformacyjne dla obustronnego zamocowania

2F1

T 0
My = e Ml = ] e 480 3t (309)

Ty =~ A e 5 8 @ il

3) Dla preta poziomego stosujemy wzory transformacyjne dla obustronnego zamocow-
ania, a dla pionowego z podparciem przegubowym

2K1 ET
My = Ze(B)el, M=

: s+ .

o, - —(fl; [ﬂwm 5(280) ] \/E \/7 - (390)

Okreslenie czestotliwo$ci w tych problemach pozostawiamy czytelnikowi.
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5 Metoda elementéw skonczonych

5.1 Wprowadzenie

Obliczanie skomplikowanych uktadéw sprowadza sie do przyblizonego rozwigzywania réw-
nan. Metody przyblizen mozna ideowo podzieli¢ na dwie grupy: metody matematyczne
i metody inzynierskie. Do pierwszej nalezg metody rozwinie¢ asymptotycznych, metody
réznic skonczonych, aproksymacje wielomianowe, rozwiniecia w szeregi. Do drugiej grupy
nalezy przede wszystkim zaliczy¢ metode elementéw skonczonych i metode skonczonych
elementéow objetosciowych. Posrednia miedzy obu grupami jest metoda elementéw brze-
gowych, ktéra stanowi kombinacje metody analitycznej i metody elementéw skonczonych.
Poczatki metody elementéw skonczonych powstaly w oparciu o mechanike budowli (Ar-
gyris, Zienkiewicz), ale w okresie p6Zniejszym zostala ona rozszerzona na praktycznie
dowolne uktady réwnan pola.

Zasada ideowa metody elementéw skoniczonych jest przedstawiona na Rys. 30. Ry-
sunek ten przedstawia przyklad konstrukcji ztozonej z czterech plaskich elementéw, pota-
czonych przegubowo w weztach od 1 do 6. Je$li znane jest rozwigzanie problemu zaleznosci
naprezen i odksztalcen w kazdym z tych czterech elementéw (teoretycznie z teorii sprezys-
toSci, eksperymentalnie, lub w jakikolwiek inny sposéb), to sity dzialajace w weztach sa
znane, jesli znane sa przemieszczenia wezléw i zadane jest obciazenie elementow i stan
ich wstepnych deformacji (np. na skutek btedéw montazu, obcigzen termicznych, itp.).

—

A
Atypical elemant (1)

Rys. 30: Schemat ideowy metody elementéw skonczonych

Niech wspoétrzedne sit i przemieszczen beda oznaczone przez, odpowiednio, (U, V) i
(u,v). Dla elementu 1 mamy wiec uklad sit

Q! .
Q' = Q% , Q :{ Vi } itd., (395)
Q;

[0)



i uktad przemieszczen
. q; . Uy .
q =97 a4 ¢, q1=={ }, itd. (396)
1

Zakladajac, ze material jest sprezysty, relacja miedzy tymi wielkoSciami musi mie¢ postac
Q' =K'q'+fp+f | (397)

Wielko$¢ f7 okresla sity weztowe, konieczne do utrzymania elementu 1 w réwnowadze z
sitami zewnetrznymi, a fslw jest sila, wynikajacg z wstepnych deformacji. Macierz K! jest
macierza sztywnosci. Struktura tego zwiazku jest, oczywiScie, taka sama, jak zwiazkéw
dla uktadéw dyskretnych, ktére omawialiémy na poczatku tego kursu.

W zastosowaniu powyzszej metody dyskretyzacji do konstrukcji pretowych wybor
wezléw jest w zasadzie dowolny. Moze si¢ on pokrywaé z rzeczywistymi weztami kon-
strukcji, ale dla podwyzszenia dokladnosci obliczen moze by¢ to zbiér znacznie wigkszy.
Zasadniczo dla konstrukcji pretowych wybiera sie prostoliniowe elementy pretowe. Sity
dzialajace na element przyjmuje sie za dodatnie w zwyklym znaczeniu wspétrzednych
wektora w wybranym lokalnym uktadzie wspéhrzednych (por. Rys. 31). Charakterystyka
kazdego elementu jest zadana jako funkcja lokalnej wspétrzednej & = x/l, gdzie [ jest
dtugosciag elementu.

@ e

_éi—l RTINS | >

N.

i /,_/—'—/ = :—_\]
EI (&) s (&) u(&)

7, \A

Rys. 31: Lokalny uklad odniesienia i oznaczenia dodatnich wielkoSci
dla elementu pretowego

5.2 Réwnania ruchu elementu pretowego

Konstrukcje réwnan ruchu dla wybranego elementu e przeprowadzimy w lokalnym uktadzie
wspotrzednych (Z,7), a nastepnie przejdziemy do opisu w uktadzie globalnym (x,y) (por.
Rys. 32).
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Rys. 32: Szkic loklanych i globalnych uktadow wspdlrzednych dla dowolnego uktadu
pretowego

A) Charakterystyka geometryczna preta o zmiennym przekroju. Zakladamy, ze
szerokoS¢ przekroju preta jest stata: b = const.

Rys: 33: Pret o lintowo zmiennej wysokosci

Wtedy wysoko$¢ jest funkcja zmiennych lokalnych. W przypadku zmiennoéci liniowej
mamy

h(@) hi(1—5)+hj§:hi+(hj—hi)§:hi[l‘i‘aijf]a §= ;= —— L (398)

h;
Powierzchnia przekroju i moment bezwladnosci dla przekroju prostokatnego zmieniaja
sie wtedy nastepujaco

r h
l )

= L (1430 + 30,6 + a},&°).

Zmiany smuklosci sa nawet w tym liniowym przypadku bardziej skomplikowane

A S; )
— =S s =12 4

Gestos¢ masy na jednostke dlugosci preta zmienia sie w tym przypadku nastepujaco
0 (%) = 1, (1+ a6) (401)

B) Charakterystyka przemieszczen elementu pretowego e. Na Rys. 34 przedsta-
wiono oznaczenia wielkoSci, charakteryzujacych element pretowy po deformacji.

L1+ a;é) = (399)

i

Wy

Rys. 34: Przemieszczenia elementu e — oznaczenia
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Podstawowym krokiem metody elementéw skonczonych jest przyjecie sposobu przy-
blizenia wartoSci funkcji przez ich wartosci brzegowe. W przypadku elementu pretowego
dotyczy to przedstawienia przemieszczen v (7,t) i u(Z,t) poprzez wi, wj, ¢;, @, Ui, Uj.
Przyjmujemy nastepujace zalozenie

v(z,t) = No(§)wi(t)+ N3(§)p; (t) + Ns (&) w;(t) + Ne (&) w; (1), (402)
w(z,t) = Ny(§w(t)+ Ny (&) uj(t),
gdzie funkcje aproksymugjgce (funkcje ksztattu) Ny, ..., Ng sa okreSlone wielomianami naj-

nizszego stopnia, speliajacymi statyczne réwnanie ugiecia. Dla poszczegdlnych funkcji
mamy wtedy

Ny: V(€ =0, v(0)=1, 2 (0)=0, wv(1)=0, o' (1)=0, (403)
co daje
Ny (&) =1 — 362 +2¢%. (404)
Dla pozostatych funkcji mamy analogicznie
Ni(€) = W(§=0 u(0)=1 ul)=0 = N({)=1-¢
N3 (€) vV () =0, v(0)=0, v (0)=1, v(1)=0 v (1)=0 =(405)

= N3¢ = (€-22+&)1, itd
Ny(§) = & N5(§)=32—-28 Ng(¢)=(-+&)L

Zaréwno te funkcje, jak i ich pochodne wzgledem zmiennej Z (drugie dla No, N3, N5, Ng i
pierwsze dla Np, Ny), potrzebne w dalszych rozwazaniach zostaly zestawione w ponizszej
Tabeli.

N, N [1-¢ —1/1
No, Ny | 1—36%+26% | —(6—126) /12
Ny, Ny | (£ -2 +&) 1| —(4-6) /1
N, N, | ¢ 1/1
N5, Ng | 3¢% — 26 (6 —12¢) /1?
N, Ng | (=€ +&°)1 —(2-6¢) /1

Przebieg funkcji ksztaltu jest pokazany na Rys. 35.

" N2 N5
D.B‘_ M M4
0.61
0.4
0.2 N3
0] : 04 06 08 1
] Na

Rys. 35: Funkcje ksztattu Ny, No, N3/l, Ny, N5, Ng/I.
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Oczywiscie, zwiazki (402) sa Sciste dla pretéw pryzmatycznych (tzn. o statym przekroju).
Funkcje te tworza macierze funkcji ksztattu (macierze kolumnowe 1 x 6) w lokalnym
ukladzie wspétrzednych
Nv = [Nviu ij
Nu = [Nuzu Nuj

=N, (¢), (406)

gdzie bloki dla wezléw i i j elementu e maja postac
Noi = [0, N2, No|", - Nyj = [0, N5, Ng|", (407)
dla zginania i ~ ~
Nui =[N3, 0,07, Ny =[Ny, 0,0)", (408)

dla rozciggania.

C) Wektor sil brzegowych. W lokalnym ukladzie wspélrzenych sity na brzegu
elementu e sg pokazane na Rys. 31. Definiujemy wtedy nastepujacy wektor sit brzegowych
dla tego elementu

M e Ae Ae 17 Ne
Qb = [Qbiv ij} = Qb (t> ) (409)
gdzie wektory dla weztéw ¢ i j sa nastepujace

sz [NZJ’/‘TZJ?M] ’ Qb) [NJZ’/‘TJZ?M] : (410)

D) Wektor przemieszczen brzegowych. Wektor ten jest okreSlony w lokalnym
uktadzie wspotrzednych przez nastepujacy zwiazek

~€ —e —=e T —e
a° = [a5,qa;] =a (). (411)
gdzie bloki przemieszczen weztéw i i J majg postac
=€ —e T
Q= [wwi ], @ = [ww,e] . (412)

Biorac pod uwage powyzsze definicje mamy ostatecznie nastepujace zwigzki dla prze-
mieszczen w dowolnym punkcie elementu e

U('fvt) = NZ(&)@G@), §=
u(z,t) = Ny(€)-7°(t).

Aby wyznaczy¢ te funkcje musimy znalez¢ réwnania opisujace wektor przemieszczen
brzegowych @° jako funkcje czasu. Poszukujemy ich dla ukladu sprezystego (pomijajac na
razie lepkos¢!) przy pomocy funkcji Lagrange’a. W celu wyznaczenia tej funkcji musimy
znalez¢ funkcje energii potencjalnej i energii kinetycznej. Dla pierwszej z nich mamy

l
/—d +2 /—d:c—/ qu:c—/nudf?— Q" ", (414)
0

: (413)
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gdzie ¢ = q (¥,t) oznacza poprzeczne obciazenie ciagle elementu (w niektérych ksiazkach
oznacza sie je réwniez przez p), an = n (¥, t) oznacza podtuzne obciazenie ciagle elementu.
Jednocze$nie mamy

- 827} "
M (z,t) = —FEI(x )m =—Flv (415)
_ B 6’u o = EI ,
gdzie
o = (NZ)T ) (_lea (N/) (—le (416)
Podstawienie w (414) prowadzi do zaleznoéci
1 : 1
E, = §qu : / EI (N)NJT) dzg” + 2q / EA(N,N)dzg®—  (417)
0 0

l l
— / qNTdz - q° — / nNLdz-q" — Q)" - g".
0 0

Calki z pochodnych funkcji ksztaltu w powyzszych zwiazkach okreslajg macierz sztywnosci
K¢ (macierz symetryczna 6 x 6) w lokalnym ukladzie wspéhrzednych

l l
K® = / EI (N/NJT) dz + / EA(N,NY) dz. (418)
0 0

Pozostale cztony okreslaja wektor obcigzenia zewnetrznego elementu w lokalnym uktadzie
wspotrzednych

! !
Q= / qN,dz +/ nIN,dz. (419)
0 0
Dla energii potencjalnej otrzymujemy ostatecznie
1 _
v=caT Ko -Qf a - Q. (420)

Macierz sztywnosci (418) wygodnie jest rozbi¢ réwniez na bloki, zwiazane z weztami.
Zapisujemy ja w postaci

R = K° 4+ K,

— Ke. K¢ — K¢.. K¢

m:[? w},m [?Z?ﬂ, (421)
KU‘]Z vaj KU_]Z Kujj

a poszczegdlne bloki okreslaja nastepujace wzory

1 1
Ke. = / EI (NN ¢, K, = / ET (Ny,NUTY) 1de,
0 0

it vt

1 1
K¢, = / EI (N, Ny 1d¢, K. = / ET (N NyT) lde, (422)
0 0

’U]Z U]]

Uit uLj

1 1
Ko - / EA (N, RT)1de, K, = / EA(N,NT) 1de,
0 0
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uji ujjy

1 1
R - / EA (N, NT)1de, K, = / EA (N, NT) 1dt.
0 0

Podstawienie wzoréw z Tabeli dla pochodnych funkcji ksztattu daje dla czeSci dotyczacej
zginania

1 [ 0 0 0
K = / EI|0  (6-—128)"/° <612£><46£)/12]d§,
[0 (6-12)(4—6) /P (4—-68)° /1
.o 0 0 T
Ry, = [(BIl0 —G-1297/°  (6-12)(2-60) /P | ds.
0 | 0 —(6-125) (4—68) /17 (4—6£)(2—-6£) /1 |
.o 0 0 T
K, = /EI 0 —(6-120%/13 —(6—126)(4—6¢) /12 | dE, (423)
0 0 (6—128)(2-68) /1> (4-68)(2—6¢) /1
1 [0 0 0
K, = /EI 0 (6 —126)* /13 —(6—125)(2—65)/12]d»§.
© L0 —(6-128)(2—6¢) /12 (2—6£)° /1
Dla rozciggania mamy
1/l 0 0
K¢, = /lEA 0 0 0 ]de,
0 | 0 00
[ —1/1 0 0]
K, = /IEA 0 0 0|de,
0 | 0 00
1 [ —1/1 0 0]
K, = / EA| 0 0 0 |de, (424)
0 | 0 00
1/1 0 0
K. = /lEI 0 0 0 |de
0 0 0 0

W przypadku elementéw pryzmatycznych, to znaczy o stalej sztywnosci na zginanie
ET i na rozcigganie F'A otrzymuje sie nastepujace bloki sztywnosci dla zginania

0 0 0 0 0 0
Kff..:ﬂ 0 12 60 |, Ke..:E 0 —12 61 |,
Vit 13 vy l3
0 61 —4l? 0 —61 20
0 0 0 0 0 O
_ EI _ EI
Ki,=— |0 —-12 -6l |, K{,=— 1|0 12 6l |, (425)
vjt l3 9 V13 13 9
0 6 2 0 60 4l
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a pela czes¢ macierzy sztywnosci na zginanie takiego elementu jest nastepujaca

0 O 0O 0 O 0 |
0 12 6/ 0 —12 6l
. EI|0 61 —412 0 —61 2/
B lo 0 0 0 0 0| (426)
0 —-12 -6/ 0 12 6l
|0 60l 2* 0 6l 41 |
i jest ona, oczywiscie, symetryczna.
Bloki dla rozciagania elementu pryzmatycznego sa nastepujace
1.0 0 -1 00
I_{fm:ETA 000]|, Kzl.j:ETA 0 0 0],
| 000 0 00
[ -1 0 0 1 00
_ EA EA
| 0 0 0 000
Te bloki tworza réwniez symetryczng macierz K¢.
Energia kinetyczna elementu wynika z definicji
(L B L
E,=—- [ pwotdz+ - | pudz, (428)
2 Jo 2 Jo
gdzie
v=N.q° u=NI g (429)
Oznacza to, ze energie kinetyczng mozna zapisa¢ w postaci
1 —;T P e—.e
gdzie
1 !
B — / yN,NTdz + / N NTar, (431)
0 0

jest macierza bezwladnosci (macierz symetryczna 6 x 6) w lokalnym ukladzie wspétrzed-
nych. Macierz ta bedziemy takze wykorzystywali dalej w postaci blokowe;j

_ Be Be
B = [ = } (432)
Bj, Bj

1 1
BZ‘ = / 2 (Nm‘NZildf + NuiNZi) ld¢, ij = / 2 (NviNZ;‘ldg + NuiNZj) ldg, (433)
0 0

J

1 1
B, = /0 u (N, NT1dg + N, NT) 1dg, B, = /0 i (NN 1de + NN ) 1de.
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Podobnie jak dla sztywnoSci, podstawienie funkcji ksztattu prowadzi do wzoréw

_—
B =

(3¢
x (- + &)1

(_52 + £3)2 12

0

— 3¢ +2¢°%) x
28+ &)1
¢ - 2§2 + 53)2l2

(
x (& -
(

0

(1 -3¢ +2¢%) x

x (=& +&)1

(£ =28+ &%) ix

x (=& +%)1

0
(3¢2 —2¢%) x
x (&

— 22+ 6%)1

—& 4+ &%) Ix

(
x(

0
—26%) x

£—-28+¢°)1

lde.

ldg,

ldg,

(434)

ldg,

Wreszcie w przypadku szczegélnym belki pryzmatycznej (o stalej gestoSci masy) otrzy-

uo 0
0 9ul  13ul?
70, 429
0 Ldu
420 140
g0 0
0 13ul 112
35
0 — 11pl?
210 105

(1-¢)? 0
_ /1 L0 (1—3¢% +2¢%)"
0 0 (1 -3¢ +2¢%) x
x (€ 262+ €)1
B, —
(1-8)¢ 0
1 0 (1 -3¢ +2¢°) x
= / 1 X (35 —25)
0 0 (g 2§ + & 3l><
x (3¢% —27)
B, —
£(1-¢) 0
1 0 (35 —2¢ ) X
:/u x (1 -3¢ +2¢°
0 0 (=& + &%) Ix
x (1 -3¢ +2¢°)
B?j -
& 0
. /E 0 (38 -2¢)
0 0 (3¢ —2¢6%) x
x (—&+ &)1
mujemy
g9 0 7
Re 13l 11ui? ne
Bi=10 35 259 , By =
0 Lu
210 105 -
g0 0 ]
Re 9ul 13ui2 Re
Bj=10 % ‘|2 Bu=
0 w2 _ p
420 140 -
Oczywiscie, cala macierz bezwladno$ci jest symetryczna
-l
@ 9 o
0 w12 g
35 21
_ 0 (LwZ T
B — 210 105
§ 0 0 &
0 9l Bul
Tz pe
L0 T~ O
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9ul 132
70 429
B2l
420 140
0 0
13ul 112
35 210
_11l? ul®
210 105

2&0
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Funkcja Lagrange’a

L=FE,—-U, (437)
prowadzi teraz do réwnan ruchu
d oL 0L
PN (438)
oge Y9
Po podstawieniu otrzymujemy
Bq" +Kq°— Q) = Q;. (439)

Jest to uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, okreslajacych wektor przemieszczenia
q° elementu e jako funkcje czasu. Rozwiazanie tego uktadu dla kazdego elementu od-
dzielnienie nie jest, oczywiScie, mozliwe, gdyz prawe strony tych réwnan, zawierajace
sity brzegowe, sprzegaja uklad dla elementu e z réwnaniami dla elementéw, ktore sa
w kontakcie z tym elementem poprzez wezly ¢ i j. Wida¢ to wyraznie, gdy macierze,
wystepujace w powyzszym réwnaniu rozbijemy na bloki weztowe

Bjq; +B,q; + Kia + K@, - Q) = Qj (440)
B;iﬁ? + B;j(_f + K;Qf + ij(_lj - ;j = ng-

Aby opisa¢ te sprzezenia musimy réwnania dla wszystkich elementéw napisa¢ w tym
samym, globalnym ukladzie wspétrzednych.

5.3 Globalne ré6wnanie ruchu

Przejscie od lokalnego uktadu wspétrzednych dla elementu e do globalnego uktadu wspét-
rzednych wymaga transformacji bazy wektorowej. Lokalng baze dla elementu pretowego
oznaczymy (n,n ), gdzie wektor n jest wektorem jednostkowym, skierowanym wzdtuz
preta, a wektor n | jest wektorem jednostkowym, prostopadlym do n i tworzacym z nim
uktad lewoskretny, to znaczy o takiej samej skretnosci jak uktad wektoréw bazowych
globalnego ukladu wspéhrzednych e,, e, (patrz Rys. 36).

Y
¥

i

_ﬁ’lry

Rys. 36: Obrot lokalnego do globalnego uktadu odniesienia
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Dzialanie transformacji ukladu wspétrzednych zademonstrujemy na przykladzie wek-
tora sit brzegowych elementu e w wezle ¢. Poniewaz przeksztalcamy wspéilrzedne na
plaszczyznie prostopadiej do wektora momentu zginajacego, wiec ten ostatni nie ulega
zmianie przy takiej transformacji. Dla pozostatych dwéch sktadowych wektora Qf; mamy
wtedy transformacje od wspéhzednych w ukladzie lokalnym Qf, = [Nij,Tij,Mij]T do
wspoéhrzednych w ukladzie globalnym Qf; = [Qix, Qiy, Qiv] , Qi = M,;, opisang zwiazkiem

Nyn+Tin, = Qe +Qye, =
=  Nij=Qun-e,+Qyn-e,, Tj;=Qpn. e, +Qyn, e, 44])
M;; = Qi, n-e,=n;-e,=cosq, n-e,=-—n;-e, =sina,
to znaczy
Nij n-e, n-e 0 Qi
T,; | =|n.-e ni-e 0 Qiy | - (442)
M;; 0 0 1 Qiy

W postaci zwartej ~ ~
Q;, =0°Q;;, = Qj=0"GQ; (443)

Macierz, opisujaca obrét bazy wektorowej elementu e

n-e, n-e 0 cosa sina 0
O°=|n,e, nie, 0=| —sinaw cosaa 0|, (444)
0 0 1 0 0 1

jest macierza ortogonalng

o !'=07 = 007=1, 1= (445)

O O =
O = O
_ o O

co oznacza, ze wektor, na ktéry dziala ta macierz zmienia kierunek, ale nie dlugos¢. Na
przyktad, dla dowolnego wektora V macierz o wlasnosci (445) przeksztalca go w wektor
0°V, dla ktérego mamy

(0°V) - (0°V) =V -00°V=V.V, (446)

to znaczy nowy wektor ma inny kierunek, ale tg samg dlugosc, czyli powstaje jedynie
przez obroét.
Sity brzegowe, dzialajace w wezle j elementu e mozna przetransformowa¢ analogicznie

Nyn+Tyn, = Qje,+Qje, =
= Nji=Qjon-e, +Qjn-e,, Tj=Qjm, e, +Qjn, -efdd7)
Mji = Qjy
A wiec ~ _
Q,; =0°Q;,;, = Q= OeTsz- (448)
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Laczac zwiazki (441) i (447) otrzymujemy
Q; = T°Q;, (449)
gdzie
e e & T
Qb = [Qbiu ij]
Qlen' = [sza Qiyu Qigo]T ) Qle)j = [Qj:m ijv Qj«p]T 9
T = [ 0° 0 } , T =11 (450)

)

0 O

czyli macierz transformacji elementu e — T — jest réwniez ortogonalna. Wektory Qg;, Qf;
okreslajag wektory sit brzegowych w weztach, odpowiednio, 7 i j elementu e w globalnym
ukladzie wspotrzednych.

Przy pomocy macierzy obrotu mozemy przetransformowac réwniez wektor przemieszczen
brzegowych q°i wektor obcigzen zewnetrznych

o« = O7g, g;=0°q
@ = [« o], o="T"g,

Q, =T"Q;. (451)
Wielkosci g%, Qp, Q; sa wektorami przemieszczen, sit brzegowych i obcigzenia zew-
netrznego dla elementu e w globalnym ukiadzie wspétrzednych.
W dalszym ciggu réwnania ruchu elementu e nie bedziemy uzywaé w postaci przetrans-
formowanego réwnania (439), ale mozna tatwo taka transformacje do uktadu globalnego
wykonac

TeTBeTe (Tequ) 4 KeTe (Tequ) o TeTQ; — TeTQz. (452)
Po pomnozeniu przez T° otrzymujemy
Bq" +K°q" - Q, = Q;, (453)
gdzie ~ ~
B¢ = T'B°T°, K°=TIKT®, (454)

sg macierzami bezwladnosci i sztywnosci elementu e w globalnym uktadzie wspéirzednych.
Postac tej transformacji wyjasnimy dalej.

Warunki, ktore sg potrzebne do domkniecia réwnan ruchu wymagaja réwniez znajo-
mosci transformacji blokéw macierzy sztywnosci i bezwladnosci. Rozpatrzmy najpierw
iloczyn K¢q¢, opisujacy jedna z sit wystepujacych w réwnaniach ruchu (440). Jako wek-
tor musi sie on transformowaé¢ do globalnego ukladu wspétrzednych wedlug opisanych
powyzej regul. Mamy wiec

Ke

1

of = O (Kiq) . (455)

Po podstawieniu reguly dla przemieszczenia uogélnionego mamy

Kiqf = (0TK;0°) o (456)

(3 1
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Poniewaz ten zwiazek musi zachodzi¢ dla dowolnych wektorow qf, wiec musi by¢
K¢ = OTK¢0°. (457)
Analogicznie dowodzi sie nastepujacych zwiazkéw
e __ el'yre e e __ el'yre e e el'yre e
e el'pe e e __ el'pe e e __ el'pe e e el'pe e
Bj, = 0 B;;0°, Bj; = 0“ Bj;0°, Bj =0“Bj0° Bj=0“Bj0° (458)
W dalszym ciggu skoncentrujemy uwage na wybranym wezle ¢,7 = 1,...,n. Dla tego
wezta wyprowadziliémy réwnania ruchu w lokalnym ukladzie wspéhrzednych (440)

B;q; + B?jﬁﬁ +Kja5 + Kfjﬁ? - _;i = Q.
Po wykonaniu transformacji do globalnego uktadu wspétrzednych mamy

Bf,q; + ij(ﬁ + Kj;q + Kfjcﬁ - ;i = Q- (459)

Okreslimy teraz dwa warunki, ktére pozwola wyeliminowaé¢ z tych réwnan nieznane
sity brzegowe Q.

Warunek pierwszy dotyczy geometrii weztéw ukladu. Oznaczmy przez A; zbidr ele-
mentow e, ktére zbiegajg sie w wezle i. W przypadku sztywnego polaczenia elementéw
w wezle przemieszczenia uogélnione wszystkich elementéw w tym wezle musza by¢ takie
same, tzn.

Veea, d; = q; lub w ukladzie wspéirzednych (460)
Veed, Ugy = Ugis Uy = Uyi, O = @
gdzie q; nazywamy przemieszczeniem uogélnionym wezta i. wu,; jest przemieszczeniem
wezla i w kierunku globalnej osi = (tzn. wersora e, ), a u,; przemieszczeniem w kierunku
osi y (tzn. wersora e,). p; jest obrotem wezta i. Warunek ten jest nazywany warunkiem
geometrycznej zgodnosci. W przypadku przegubowych potaczen niektérych elementéw
musi on by¢ nieco zmodyfikowany.

Warunek drugi jest warunkiem dynamicznej réwnowagi wezta i. Jesli wezel jest do-
datkowo obcigzony zewnetrzng sity P¢™ = [P, P;ft]T i momentem zginajacym Mg,
tzn. sily uogélniony P; = [P, Pet, fot}T, jak réwniez umocowana jest w nim masa
m; o bezwladnosci obrotowej Jy;, to warunek ten ma postac i,7 =1,....,n

e - ext ..
E Qix = P57 — mylig,

e€A;
> Q5 = Pyt —myiiy, (461)
ecA;
Q5 = M- iy,
ecA;
to znaczy
Z Q;; =P; —Byd;, Bi=[mi,my, Joi]" . (462)

ecA;
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W tych wzorach Qy, jest, oczywiscie, sila brzegowa w wezle 7 elementu e. B, jest macierza
bezwladnosci wezta i.

Powyzsze warunki pozwalaja wyeliminowaé sily brzegowe z réwnan ruchu. Podsta-
wiajac (459) w (462) otrzymujemy

(Z Bj; + Bi) q; + Z (BZQJ) + Z Kfaq; + Z (KijIj) -

eEAi EEAi EEAi 66./41'

=P+ > Q5 i=1..n (463)
ecA;
Jest to uktad n réwnan (1 x 3)-wektorowych dla n (1 x 3)-wektoréw przemieszczen uogdl-
nionych q; weztéw. Nazywamy je globalnymi réwnaniami ruchu. Réwnania te sg réwna-
niami rézniczkowymi drugiego rzedu wzgledem czasu i dokonujac odpowiedniej konstrukeji
globalnej macierzy bezwladnoSci B i globalnej macierzy sztywno$ci K mozna je zapisaé
W postaci

Bi+Kq=P+Q, (464)

T
a=[aq,...q,), P=[P,..P)", Q= [Z Qs Y Q;n] . (465)

6€A1 GE.An

Rozwiazania tego ukladu daja funkcje czasu q; (t),i = 1,...,n, ktére poprzez warunki
geometrycznej zgodnosci i reguly transformacji daja wektory qf () = O°q(t). Ich pod-
stawienie w zwiazkach (402) prowadzi do funkcji przemieszczen u (z,t) i v (Z,t) poszczegol-
nych elementéw, a tym samym do sit przekrojowych w dowolnym punkcie konstrukc;ji.

Przy konstrukeji ukladu (463) nie rozrézniamy weztéw podporowych od innych weztéw
uktadu. Oznacza to, ze przy konstrukcji globalnych réwnan ruchu trzeba uwzglednic
wiezy, ktére przeksztalcaja niektore z tych réwnan w zwiazki algebraiczne, a przynajmniej
powoduja redukcje rzedu macierzy sztywnosci B.

Powyzsze zwigzki sg formalnie identyczne z tymi, ktére rozpatrywaliémy dla uktadéw
o skoniczonej liczbie stopni swobody. Tym samym ich analiza: poszukiwanie czestotliwosci
drgan wlasnych i modéw drgan, czestotliwoSci rezonansowych, rozwigzan probleméw dr-
gan
wymuszonych przez obcigzenia zewnetrzne zalezne od czasu, itd. jest taka sama, jak
poprzednio. Mozemy réwniez w sposéb analogiczny wprowadzi¢ efekty tlumienia, za-
ktadajac, ze globalna macierz thumienia C w dodatkowym cztonie Cq réwnania (464) ma
strukture C =uB + kK, analogiczna do (143).

Przedstawimy trywialny przyklad opisanej powyzej procedury. Na Rys. 37 przedsta-
wiono szkic konstrukcji ramowej. Dla zadanego obigzenia trzeba skonstruowac rozwiazanie
problemu drgan metoda elementéw skonczonych. Przedstawimy jedynie zasadnicze kroki
procedury rozwigzania.
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Rys. 37: Przyktad konstrukcji ramowej do metody elementéw skonczonych

Krok 1: Wybér elementéw skonczonych. Dla jasno$ci schematu postepowania dokonu-
jemy tu najgorszego wyboru, utozsamiajac wezly elementéw skonczonych z weztami kon-
strukcji, co oznacza, ze w procedurze mamy tylko cztery elementy. Ich numeracja jest
pokazana na Rys. 37. Aby rozwigzanie uzyskane metoda elementéw skonczonych bylo
dobrym przyblizeniem rozwiazania cigglego musielibySmy przyja¢ podzial ze znacznie
wiekszg, iloScig elementéw, wybierajac co najmniej po kilka weziéw elementéw w obre-
bie przesta kazdego z pretéw.

Krok 2: Okreslenie macierzy sztywnosci i macierzy bezwladnoSci w lokalnych uktadach
wspotrzednych. Przyjmijmy w naszym przyktadzie, ze prety sa pryzmatyczne i maja takie
same sztywnosci FI, EA i gestosci masy pu. Wtedy dla czterech wybranych elementéw
skoniczonych otrzymujemy nastepujace lokalne bloki macierzy sztywnoSci (por. (426),
(427))

[ E4 0 0 I
Ki,=| 0 % % |, K= 0 -5 % | (466)
0 8B _4EI 0  _SBI 2BI
| 12 [ 2 ]
440 0 EA g 0 ]
l l
Ri—| 0 —2F S| gl —| 0 28 o) (467)
o et 2Bl 0 8BI 4Bl
B 13 I 12 I

gdzie Iy jest dlugoscig elementu 1. Dla pozostalych elementow: K3y, K33, K3,, K3s,
K3, K3, K3, K3, Ki,, K} K}, K}, wzory sa analogiczne z dlugoécia [, zastapiong
przez, odpowiednio, [lo,l3 1 l4.

Bloki lokalnej macierzy bezwladno$ci maja na podstawie wzoru (436) nastepujaca
postac

! !
B0 0 W00
nl 13uly  11ul2 nl 9uly 13ul2
By=| 0 = 50t |, Bo=| 0 = —fQQ‘ ) (468)
0 1102 3 0 13ul? 3
210 105 420 140
! 7 [l
B0 0 B0 0
Rl 9uly 13pl2 5l 13uly 112
By = 0 70 420, | By = 0 3 . 210 |- (469)
0 N 13;Ll1 _,u_ll_ 0 o 11,ul1 ;L_l.L
420 140 | 210 105
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Dla pozostatych elementéw: B2,, BZ;, B2, BZ;, B;, B3,, Bi;, B,, Bj,, B}, Bi,, B}, wzory
sg znéw analogiczne z dhugoscia [; zastapiong przez, odpowiednio, ls, 3 i l4.

Krok 3: OkreS§lenie glogalnych macierzy sztywnosci i bezwladnosci. Wykorzystujemy
tu wzory (457), (458), w ktérych macierze obrotu maja postaé

cosa® sina® 0
O°=| —sina® cosa® 0 |, (470)
0 0 1

gdzie katy a®, e =1, ..., 4 okreslaja nachylenie elementu w stosunku do osi poziomej. Jak
wida¢ na Rys. 37, katy o', o? sa ujemne, kat a® jest dodatni, a a* = 0.

W wyniku otrzymujemy bloki: Kl Ki, K3, K3, K3, K3, K}, K} oraz
Bi,,B},,B%,, B, B3, B3, Bj,,Bj;. Zauwazmy, ze w naszym przykladzie do bloku
macierzy w wezle trzecim trzeba doda¢ macierz bezwladnosci wezta

B3 = [m3, ms, Jog]T . (471)

Krok 4: Konstrukcja macierzy obcigzen zewnetrznych. W naszym przyktadzie wys-
tepuja dwie takie macierze (por (419)):

—q(§)sina® (1—5)
X q (&) cosa® ( 3§ —|—2§)
Q;’;:/O q<§> Q(g)COSOé ( 2§ +€ )l3 l3d£, Q3 T3TQ (472)
)
[

—q(€)sina’¢
q (&) cosa® (3¢% — 2¢
q(§) cosa® (¢ +5) 3) |

gdzie
[ cosa® sina® 0 0 0 0]
—sina® cosa® 0 0 0 O
, 0 0 1 0 0 0
T = 0 0 0 cosa® sina® 0 |’ (473)
0 0 0 —sina® cosa® 0
0 0 0 0 0 1
oraz
P, — [P Pi0]” (474)

Krok 5: OkreSlenie wektora przemieszczen w globalnym uktadzie wspélrzednych. W
naszym przyktadzie mamy

qi = [Oa 0, SOI]T o d2 = [u%, U2y, 9021]T » A3 = [u?’m U3y, 903]T o da = [u4xa 0, 904]T )
(475)
gdzie uwzgledniono wiezy podporowe.
Krok 6: Konstrukcja réwnan ruchu w globalnym ukladzie wspoétrzednych. Na pod-
stawie (463) mamy

(Béz + B§2) qz + B%ﬁil + B34 + (Kéz + Kg2) Q@ + Ky a1 + Kisqs =Py + Q?n (476)
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(B3; + B3 + Bs) @3 + B3,z + B3,da + (K3 + Ki3) qs + Kiqe + K34 = 0,
(Bis + Biy) ds + Bizds + Bidn + (K, + Kiy) a4 + Kizqs + Kiyqu = 0.
Uktad ten spelna wiezy naktadane przez podpory i dla jego rozwigzania potrzebne sg
jedynie warunki poczatkowe.

Zauwazmy, ze macierze sztywnosci i macierze bezwladnosci maja strukture, narzu-
cong przez warunki kontaktu elementéw poprzez wezly. Powoduje to pasmowa strukture
macierzy — elementy niezerowe sg skoncentrowane w poblizu przekatnych. Ma to is-
totne znaczenie przy konstrukcji algorytméw numerycznych dla duzej ilosci niewiadomy-ch.
Literature, dotyczaca tego problemu mozna znalezé w rozdziale Langera, ktory jest cy-
towany w literaturze ponizej.

Zakonczymy prezentacje metody elementéw skoniczonych prostym przykiadem okresle-
nia czestosci drgan wlasnych. Rozpatrzmy uklad przedstawiony na Rys. 29. Rozpatrzymy
najprostsze przyblizenie przez dwa elementy identyczne z pretami ramy. Pomijamy wplyw
rozciggania i $ciskania. Mamy wtedy nastepujace zwigzki dla ugie¢ elementéw w lokalnych
uktadach wspélrzednych

vt o= Ne (§) oo (1), 772:N3(§)802(t)7 (477)
Ne(€) = (€481, Ny (&)= (6-282+&)1.

Sity i przemieszczenia brzegowe maja, odpowiednio, postac

Q; - (N127T127M127N217T217M21)T7 Qg = <N237T237M237N327T327M32)T ) (478)
ql = (0707070707802)1—'7 q_2 = (0707§02707070)T'

WykorzystaliSmy tu juz warunek zgodno$ci kinematycznej w wezle 2.
Funkcje Lagrange’a dla elementéow okreslamy ze zwigzkéw

- 1 [l N 1 1t 2
Ll = —/ M (7_)1> dr — 5/ ( EI) dx + M21Q02, (479)
0 0

2

~ 1 /! N 1 [ (nr2 2
L2 = 5 / )% <U2> dr — 5/ %d$ + M23§02,
0 0

gdzie
= Negs M= —EINg, = ~BI(-2+60) 2, (480)
? = Nyp,, My =—EIN!p,=—EI(—4+ 6¢) %.
Po wykonaniu prostego catkowania i podstawieniu do réwnan Lagrange’a
doL 0L
—— - — =0, (481)
dtoq Oq
otrzymujemy nastepujace lokalne réwnania ruchu dla elementéw
ul® EI
— 4—py — My = 0 482
pl?

. Bl
ThEP2 T 47902 — My = 0.



Pozostaje przetransformowaéc te réwnania do globalnego uktadu wspétrzednych i wyko-
rzysta¢ warunek réwnowagi wezta. Poniewaz w rownaniach wystepuje jedynie obrét trans-
formacja ta jest trywialna, a warunek réwnowagi ma postac

My + Mas = 0. (483)

Ostatecznie jedyne globalne réwnanie ruchu ma postac
. EI
Wynikajaca stad czestos¢ drgan wlasnych jest nastepujaca

w = 20,4939, | 2L (485)
pl

Obliczona poprzednio przy pomocy wzoréw transformacyjnych pierwsza warto$¢ czes-
tosci wynosita 2,4674\/FEI/ul*.  Otrzymany wynik odbiega wiec bardzo znacznie od
poprawnego. Oznacza to, ze nalezy zageScic siatke elementéw skonczonych. Na przyktad
wybér dwéch dodatkowych weztéw w Srodku rozpietoSci pretéw ramy prowadzi do czterech
elementéw o jednakowej dtugosci [/2, ilo$¢ niewiadomych wzrasta do pieciu, tym samym
otrzymuje sie pie¢ czestoSci drgan wlasnych, z ktérych pierwsza prawie zgadza sie z
otrzymanym poprzednio wynikiem Scistym. Takie zageszczenie siatki wymaga réwniez
wprowadzenia globalnego uktadu wspotrzednych, gdyz wspoélrzedne przemieszczen ulegaja
zmianie na skutek obrotu lokalnegouktadu wspétrzednych w przeciwienstwie do niewiadomych
obrotéw.

6 Fale w liniowych oSrodkach sprezystych

Powrécimy teraz do problemu, o ktérym wspomnieliSmy na poczatku analizy dynamiki
o$rodkow ciggltych — propagacji fal w liniowych oérodkach sprezystych. Analiza tych fal
ma wielkie znaczenie praktyczne w konstrukcji metod nieniszczacych badania materiatéw,
a zwlasza detekcji defektéw, pekniec, itp., badania takich wlasnoSci gruntéw, jak porowa-
toS¢, migzszost warstw, akustyka budowli, dzialanie obcigzen sejsmicznych na budowle,
itd. Punktem wyjcia sa réwnania (218) i (219) teorii sprezystosci, tzn.

réounanie bilansu pedu

aUZ‘ &nj
= 486
Pt~ Oa,’ (486)
2wiqzki fizyczne (konstytutywne, prawo Hooke’a)
045 = )\ekkéij + 2,[L€ij. (487)

Roéwnania te zapisaliémy w kartezjanskim ukladzie wspéirzednych {xi}?zl z bazg wek-
torowsg, {ei}le i oznaczyliémy: p jest gestoScia masy na jednostke objetosci [kg/ mg}, v —
predkoécia [m/s], 0;; — tensorem naprezen (Cauchy’ego) [Pal, e;; — tensorem deformacji,
[, a A i p to stale materialowe Lamé [Pal. Pomiedzy predkoScia a tensorem deformacji

zachodzi nastepujacy zwiazek kinematycznej zgodnosci
aeij . (%i
at N a$]‘ '

(488)
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Rozwigzan tego ukladu w nieskonczonej przestrzeni bedziemy poszukiwali w postaci
fal monochromatycznych

vy = Viellkimi=wt) - o — B eikini—wh) (489)

gdzie V;, Ej; sa stalymi amplitudami. Jak pamigtamy, zalezno$¢ rozwigzania od punktu
w przestrzeni z; i od czasu ¢ w postaci kombinacji k;z; — wt = |K| (nj:ﬂj — ﬁt) , gdzie
k| = Vkiki,n; = ‘%, zostata wyprowadzona przez d’Alamberta dla réwnania falowego.
Interpretujemy ja fizycznie jako fale ptaska, ktéra propaguje sie z predkoscia ﬁ w kierunku
wektora jednostkowego (kierunek propagacji) n =nje;.

Podstawienie w (486)—(488) prowadzi do nastepujacych zaleznosci

,O(UV;‘ = — ()\Ekkkiz + QMEijkj) s (490)
1

Eliminacja amplitudy £;; daje ostatecznie warunek, ktérego spetienie dopuszcza rozwiaza-
nia o postaci (489)

Jest to problem na wartosci wiasne. Rozwigzanie jest latwiej skonstruowac¢ oddzielajac
problem w kierunku wektora propagacji n = k/k, k? = k - k i w kierunku prostopadtym
do n.

Pomnézmy réwnanie (491) przez wektor n;,n; - n = 0. Otrzymujemy

(pw® — pkiky) (V-ny) = 0. (492)

Roéwnanie to ma nietrywialne rozwigzania jeSli predkos¢ propagacji fali, tzw. predkosc
fazowa, jest zadana zwigzkiem

W
Cph = E = %, k= \ kkkk (493)

A wiec fale takie sg niedyspersyjne — predko$¢ propagacji jest niezalezna od czestotliwosci,
i nie wystepuje ttumienie, bo liczba falowa k = |k| jest rzeczywista. Poniewaz amplituda
V - n, jest prostopadta do kierunku propagacji n fale takie nazywamy poprzecznymi (amg.
transversal) lub Scinajgcyma.

Pomnozenie réwnania (491) przez wektor n prowadzi do zwiazku

(pw® — (X +2p) kyky) (V- m) = 0. (494)
Tym samym predkosc fazowa jest dana zwigzkiem

w A+2
n=7 == Y (495)

Te fale sa wiec réwniez niedyspersyjne i niettumione. Poniewaz amplituda jest skierowana
w kierunku propagacji nazywa sie je falami podiuinymi (ang. longitudinal).
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Predkosci fazowe fali poprzecznej i fali podtuznej w liniowych izotropowych osrodkach
sprezystych sg niezalezne od czestotliwoSci i wynosza, odpowienio,

A+2
CJ_:CT:\/E, c|=cL= i g (496)
p p

Przyktadowe wartosci tych predkosci zestawiono w Tabeli.

Tabela: orientacyjne wartosci predkosci propagacyi fal sprezystych dla wybranych

materiatow

materiat p [kg/m’] | c; (m/s] | er [m/s]
aluminium walc. | 2700 6420 3040
oléw walc 11400 2160 700
zelazo 7900 5950 3240
miedz walc. 8930 5010 2270
stal nierdz. 7900 5790 3100
szklo 3880 3980 2380
pleksiglas 1180 2680 1100
polietylen 900 1950 540

Na Rys. 38 przedstawiono schematycznie ruch materialu w postaci ptaskiej fali podtuz-
nej i poprzecznej.

Fala podiuzna

Fala hopizeczna

gl

Rys. 38: Szkic ideowy fali podtuinej i poprzecznej

Dowolne rozwigzania dynamiczne, réwniez dla oSrodkéw skoficzonych ograniczonych
brzegiem mozna przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji fal monochromatycznych. Jest
to tzw. przedstawienie Fourier’a (przedstawienie spektralne). Nie bedziemy si¢ tym prob-
lemem zajmowali i ograniczymy si¢ do jednego zagadnienia, waznego z punktu widzenia
zastosowan w geotechnice — propagacji fal w odrodkach péiieskonczonych.

Konstrukcja rozwigzan dla osrodkéw sprezystych z brzegiem jest tatwiejsza, jesli wprowa-
dzimy wektor przemieszczenia u = u;e;, ktéry spelnia relacje

Vi E’ = 2 (al‘] * 8$Z> ' (497)

94



Do wektora przemieszczen mozna zastosowac tzw. twierdzenie Helmholtza o dekom-
pozycji wektora na czeS¢ potencjalng i solenoidalng

u = grady +rot1y, lub w ukladzie wspétrzednych (498)
P 9

U; +eiin—=2, €iir - symbol permutacyjny,
gdzie p,1 sa tzw. potencjalami, odpowiednio, skalarnym i wektorowym. Wykorzys-
tanie tego twierdzenia w rownaniach teorii sprezystosci, cytowanych powyzej, prowadzi
do réwnan dla tych potencjatéw

Py 2 2 P 2 o2

ﬁ = CLV @, ﬁ = CTV ’l/), tzn. (499)
0? o? 0? 0? 0%, 0, 0%, %Y,

90_2(90+ ° 90)’ s 2(¢,+ Vi, %)'

R, = C —
ot? L\ox? * 022 03 dz? 023 O3

oz T

Roéwnania te sa kompletnie réwnowazne wyjsciowym réwnaniom teorii sprezystosci.
Osrodki péiieskonczone, ktére chcemy przedyskutowaé, posiadaja, oczywiscie brzeg.
Wybierzmy kartezjanski uklad wspoétrzednych z osig z prostopadly do brzegu, osig x
rownoleglta do brzegu i jednocze$nie zgodng z zakladanym kierunkiem propagacji fali,
oraz osig y, prostopadly do x i z. Brzeg znajduje sie w punktach z = 0. Przyjmujemy,
ze brzeg ten jest wolny od obcigzen. Oznacza to, ze wektor naprezen na tym brzegu jest
rowny zero. Jednocze$nie zakladamy, ze oSrodek pozostaje niezaburzony nieskonczenie
daleko od brzegu. Przy tych zalozeniach warunki brzegowe dla réwnan teorii sprezystosci

maja postac
=0, (500)
gdzie u jest wektorem przemieszczenia, e, = ez jest jednostkowym wektorem bazowym
uktadu wspélrzednych.

Dla czeéci potencjalnej wektora przemieszczenia up, = grady¢ (tzn. rotup, = 0) i
dla czesci solenoidalnej ur = rot ) (tzn. divuy = 0) przyjmujemy nastepujaca postaé
rozwigzan

oinil,_o =0, n=-—e, = —e;s, u|

zZ—00

u, = Ape e, 4 Bremrrelhrele, (501)

ur = ATef,Bzei(kxfwt)ex + BTef,Bzei(kxfwt)eZ’

gdzie Ap, Ar, Bp, By sa stalymi amplitudami. Oznacza to, ze oczekujemy propagacji
zaburzenia w postaci fali w kierunku osi x i zanikania zaburzenia w kierunku osi z je§li oba
wyktadniki v, £ sa dodatnie. Jesliby to nie mogto mie¢ miejsca, to rozwigzanie o powyzszej
postaci nie mogloby istnie¢. Wzory (501) oznaczaja, ze czastki oérodka poruszaja sie w
plaszczyznie (xz). To jest cecha charakterystyczna tzw. fal Rayleigh’a.

Wykorzystanie potencjaléw ¢, 1 i réwnan (499) prowadzi do nastepujacych warunkow

2 2 2 2
v c, B ch w
—_— = _ = —_— = _ = —. 2
k2 A’ k2 2’ BT (502)

Jednocze$nie wspomniane powyzej wlasnosci uy, (rotuy, = 0) i ur (divuy = 0) daja

B = z%AL = up= (ez —|—i%ez) Ape1ilkawt) (503)
k k —Bz i(kr—wt)
Br = ZEAT = ur=1\,e;+ dez Are e .
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W celu znalezienia statych w rozwigzaniu musimy wykorzystaé warunki brzegowe
(500). Dla dodatnich wyktadnikéw (3, redukuja sie one do postaci

ou-e, ou-e,
(7 —2c%) T 3 e = 0, (504)
z=0
6u-ex+8u-ez _ 0
0z or |._,

Podstawienie (503) w (504) prowadzi do jednorodnego ukladu réwnan algebraicznych

2
Cr
B Ch _
ZﬁAL—F( —g) Ar = 0.

Zerowanie si¢ wyznacznika tego ukladu, co jest warunkiem istnienia niezerowych rozwia-
zan, ma posta¢ nastepujacego zwiazku dyspersyjnego Rayleigh’a

2\ 2 c2 2
PR::< ——§) — 41— 1-F =0 (506)
Cr Cr L

Rozwigzania tego réwnania daja predkoS¢ propagacji cr skonstruowanej fali. Sg one
niezalezne od czestotliwoSci w, a wiec fale Rayleigh’a nie posiadajg dyspersji. Mozna
pokazaé, ze istnieje tylko jedno rozwiagzanie rzeczywiste réwnania (506) i jest on nieco
mniejsze od predkosci propagacji fal poprzecznych: cg < ey < cp.

151 12 0 R

B
T

Fala Raylaigha

Fig. 39: Szkic ideowy fal powierzchniowych Love’a i Rayleigh’a

Na Rys. 39 przedstawiono ideowo ruch materialu przy propagacji dwoéch typéw fal
powierzchniowych: fali Love’a, kréra jest falg poprzeczng i propaguje sie w warstwie
sprezystej, spoczywajacej na poéiieskonczonym osrodku sprezystym i fali Rayleigh’a,
ktora omoéwilismy powyzej. Jak widac, ruch materiatu jest w obu przypadkach ograni-
czony do warstwy brzegowej, ktérej grubosc jest rzedu dlugosci fali. Fala Rayleigh’a jest
szczegolnie wazna przy opisie trzesien ziemi.
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7 Kilka uwag o statecznosci ukladéw pretowych

Na zakonczenie tego cyklu wykladéw przedstawimy krotko problem statycznej utraty
stabilnoéci przez uklad pretowy. Problem ten byl juz omaviany przez Leonardo da Vinci,
ale podstawy tzw. teorii wyboczenia pretéw pryzmatycznych sformutowal Leonard Euler.
Leonard Euler (1707 — 1783) wyprowadzil wzor, okreSlajacy sile Sciskajaca pret swo-
bodnie podparty, przy ktorej male zaburzenie prostoliniowego stanu preta prowadzi do
stanu ugietego. Wyprowadznie jest oparte na prostej teorii pretéw, o ktérej juz mowiliSmy
w tych wykladach. Rozpatrzmy pret swobodnie podparty, obciazony jedynie sitg Sciska-
jaca S. Jesli wygniemy pret, to w dowolnym przekroju 0 < x < [ dzialta moment zginajacy
Sv, gdzie v jest ugieciem osi obojetnej preta. Oznacza to, ze réwnanie osi ugietej ma
postac ,
d“v
EI@ = —Sv. (507)

Wygodnie jest je zapisa¢ w postaci

o ,_ s

2, _ _ _ v
d€2+0é'l]—07 5_ l’ o E.[ (508)

W réwnaniu tym [ jest dlugoscig belki. Rozwigzanie tego réwnania ma, oczywiscie, postac¢
v = Asinaf + Bcosal. (509)

State wynikaja z warunkéw brzegowych
v(€=0)=0, v(=1)=0 = B=0, sina=0. (510)

Ostatni warunek wynika z zalozenia, ze istnieje rozwiazanie z niezerowym ugieciem(tzn.
A #0). Oczywiste jest formalne podobienstwo tego problemu do problemu drgan wlas-
nych pretéw.

Warunek (510) daje

n’mEl
2 7

a=nt = S= n=1,.. (511)
Dla n = 1 (najmniejsze rozwigzanie) sila ta, S = Sy, jest nazywana krytyczna sita Eulera
dla preta swobodnie podpartego. Oczywiscie, jej warto$¢ zalezy od sposobéw podparcia
i cztery podstawowe przypadki sa pokazane na Rys. 40. WielkoS¢ obciazenia w kazdym
przpadku obrazuje wielkos¢ sity Eulera.
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Rys. 40: Model ilustrujgcy rézne mody wyboczenia Fulera w zaleznosci od warunkdow
brzegowych. Z wyjatkiem warunkow zamocowania wszystkie cztery prety sq identyczne.

Jest jasne, ze problem wyboczenia pojawia sie jedynie dla sity $ciskajacej. W prze-
ciwnym przypadku zmienia sie znak w réwnaniu (508), rozwigzaniami sg sinus i cosinus
hiperboliczny, a te nie daja niezerowych rozwigzan jednorodnego problemu brzegowego,
ktéry rozwazaliSmy powyze;j.

Przedstawione powyzej rozwazania dla pojedynczego preta mozna uogélni¢ na uktady
ramowe, obcigzone sitami $ciskajacymi w weztach. W tym krétkim szkicu zajmiemy sie
tylko tym problemem. Wiele innych analogicznych zagadnien jest rozwazane w ksigzce
W. Nowackiego, Mechanika Budowli, tom 2.

W celu konstrukeji réwnan dla sit krytycznych w ramach plaskich skonstruujemy wzory
transformacyjne z uwzglednieniem sity Sciskajacej w precie. Na Rys. 41 przedstawiono
oznaczenia i naszkicowano dwa stany preta w przypadku, gdy sita S osiaga wartos¢ kry-
tyczna. Réwnanie jednorodne (508) trzeba teraz zmodyfikowaé, gdyz moment zginajacy
ma nastepujaca postac

= My + Typx+ S (v—w;),

dM dv
T = — =T+ 5S—, 512
dz ket dx (512a)
gdzie w; jest ugieciem na lewej podporze. Biorac pod uwage warunki rownowagi
Tk = Thiy,  Tiel + Sthygl + My, + My = 0, (513)

gdzie, dla matych przemieszczen, v, = (wy — w;) /I, wy jest przemieszczeniem prawej
podpory.
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Rys. 41: Oznaczenia do wzoréw transformacyjnych dla wyboczenia

Po wyeliminowaniu sity tnacej mamy ostatecznie

M = My, (1—%> —Mki§+5% Y =0 —wW; — Py, (514a)

gdzie y jest ugieciem belki, mierzonym w stosunku do obréconej osi preta niezdefor-
mowanego. Tym samym réwnanie ugiecia przyjmuje postac

d*y x x
BIZS + Sy+ My (1 - 7) - M7 = 0. (515)

Przyjmuja¢ warunki brzegowe

, (516)

otrzymujemy nastepujacy wzor na ugiecie preta

My, (sina(1—-¢) My; (sinaé s
Y=75 ( sin o _(1_§)>_T<sina _£>’ a2_ﬁ' (517)

Pozostaje wykorzysta¢ warunki na katy obrotu na podporach

dy dy
'y = =), = ) 518
i ¢zk + dr 520) Pk ¢zk + dr - ( )
Podstawienie (517) w (518) daje
M = T fel) gt s (@) - rl0) ] (519
ik ik
My = l-kk [S(a)%jtc(oz)%— () kl-k ],

gdzie

a(sina — acos a)

2(1 —cosa) —asina’
a (a — sin «)

sl@) = 2(1 —cosa) —asina’ (520)

a? (1 — cosa)
2(1—cosa) —asina

r(a) = cla)+s(a)=
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OczywiScie, F1l;; jest sztywnoscig preta, laczacego wezly i i k, a [;; — jego dlugosciag. Sa
to wzory transformacyjne dla momentéw zginajacych preta obustronnie zamocowanego.
Dla sity tnacej otrzymujemy przy pomocy zwiazku (513) nastepujace wzory

_ Bl

Wg — Wy

To = Tu= 5% [rl0) (oot o) — 20 (@) 2 (521)
ik %
2
n(a) = r(a)—a—.
2
W przypadku szczegélnym S = 0 (tzn. a = 0)
c(0)=4, s(0)=2, r(0)=6, n(0)=6. (522)

W przypadku rozciggania trzeba sinus zastapi¢ przez sinus hiperboliczny, cosinus — przez
cosinus hiperboliczny, zamiast 1 — cos & w mianowniku pojawia sie cosha — 1, i wreszcie

a2

r(a) =c(a)+ s(a), n(a):'r’(a)—l—?. (523)

Nie bedziemy wyprowadzali wzoréw dla przypadku, gdy na jednym z koncow jest
przegub, gdyz, jak poprzednio, trzeba tam przyja¢ moment zginajacy réwny zero, a to
daje zwiazek do wyeliminowania kata obrotu na podporze z przegubem.

Zastosowanie metody przemieszczen prowadzi teraz do nastepujacych zwiazkéw. Roz-
patrzmy najpierw rame o wezlach nieprzesuwnych. Jako niewiadome przyjmujemy katy
obrotu weztéw. Z réwnan réwnowagi dla weztéw > M = 0 otrzymamy réwnania kano-
niczne, ktérych liczba jest réwna nieznanej liczbie katéw. Poniewaz jest to uktad réwnan
jednorodnych, wiec jego wyznacznik musi znika¢. To prowadzi do réwnania przestepnego,
okreslajacego site krytyczna.

Dla ram przesuwnych niewiadomymi sa znéw katy obrotu weziéw i dodatkowo katy
obrotu pretéw ;.. Dochodza jednak warunki rownowagi sit w tej samej ilosci, jak do-
datkowych niewiadomych i problem jest analogiczny do problemu ram nieprzesuwnych.

Dla tych dwdéch klas probleméw rozpatrzymy na zakonczenie dwa proste przyktady.

S s
14 1 Cl’/ A '
ﬁ | w” —yi Cyy
7 T
B B
77 77

Rys. 42: Przyktad ramy nieprzesuwnej (po lewej) i przesuwnej (po prawej)

Przyjmujemy, ze wszystkie prety ramy, przedstawionej na Rys. 42, sa tej samej diu-
goSci | 1 maja ta samg sztywnoS¢ na zginanie /1. Problem na lewym rysunku ma jeden
stopieni swobody — obrét wezta 1, ¢,. Do jego wyznaczenia mamy do dyspozycji réwnanie
réwnowagi momentéw w tym wezle

Mg+ Mg+ Myc = 0. (524)
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Podstawienie wzoréw transformacyjnych (519) prowadzi do réwnania

ET EI EI SI2
My = 479% Mg = TC(@) 0y, Mic= 47(’01’ o® = Vol
= dy(a)=8+c(a)=0. (525)

OtrzymaliSmy réwnanie transcendentne (przestepne), ktérego najmniejszy pierwiastek,
wyznaczony numerycznie wynosi

ET
a=05,606179 = S = 32.05587l—2. (526)

W przypadku ramy przesuwnej mamy dwa stopnie swobody: kat obrotu wezla ¢; i
jego poziome przesuniecie wy, lub kat obrotu preta 1B, ¢;5. Réwnania dla tych dwéch
niewiadomych wynikaja z réwnowagi momentéw i sit poziomych wezta 1. Mamy

Mia+ Mg+ M = 0,

Tig = 0. (527)
Wzory transformacyjne prowadza do zwiazkéw
EIl EIl w EI
M = 4=, Mig=—|c(@)pr+7(a) 7|, Mc=4=p, (528)
ET w
Tip = N2} 7“(04)901"'2”(04)71]

Po podstawieniu w réwnaniach réwnowagi otrzymujemy

B+c(@)p+r(a)T = 0,

r(a)<p1+2n(a)% = 0.

Warunek istnienia nietrywialnych rozwigzan ma wiec postac
d, (@) =28+ c(a)]n(a) —r*(a) = 0. (529)

Jest to znéw rownanie przestepne, ktérego najmniejszy pierwiastek, obliczony numerycznie,
ma wartosc¢

EI
a=2,80442 = S = T8647 (530)

Jak nalezalo oczekiwag, sila krytyczna jest w tym przypadku znacznie mniejsza, niz w
przypadku ramy nieprzesuwne;j.

Przebieg wyznacznikéw charakterystycznych d,, («) i d, («) jest przedstawiony na Rys.
43.

409 15004

a0 10004

209 ] %

0 2 i ; 8 10 12
e . -10004
1500

-20

2000

-30A

Rys. 43: Przebieg wyznacznikow d, (o) (po lewej) i d, («) (po prawej) w funkcji o
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Na tym zakonczymy to zwiezte przedstawienie probleméw statecznosci uktadéw pre-
towych.
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Dynamika budowli

Program wykladéw w semestrze letnim 2007

1. Wprowadzenie
2. Uklad o jednym stopniu swobody

— drgania wiasne
— drgania wymuszone

— tlumienie

3. Uklady o n stopniach swobody
3.1. Metoda granulacji mas (nieobjektywnal)

— uktad o dwéch stopniach swobody, macierz sztywnosci, macierz tlumienia,
réwnania Lagranged II rodzaju

— drgania wiasne

— wektory wilasne

— wspoétrzedne gléwne
— transformacja wtasna
— drgania wymuszone

— drgania wymuszone harmoniczne

3.2. Uktady pretowe

4. Uktady z masami ciaglymi
4.1. Drgania podtuzne

— funkcje wlasne

— drgania wtasne
4.2. Drgania poprzeczne

— funkcje wlasne

— drgania wiasne

4.3. Metoda elementéw skonczonych
4.4. Fale
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