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1 Wstep

Przedmiotem termodynamiki jest makroskopowy opis proceséw nieodwracalnych. Rozwdj
termodynamiki rozpoczat sie w XIX wieku od prac Carnota, Helmholtza, Mayera, Clau-
siusa, Duhema, Gibbsa i wielu innych. Do polowy XX wieku rozwazano prawie wylacznie
procesy w uktadach, ktére mozna bylo przedstawi¢c w postaci skoniczonej sumy ukladéw
jednorodnych i ignorowano catkowicie rozwdj proceséw termodynamicznych w czasie. Ter-
modynamika jako teoria pola, a wiec teoria proceséw niejednorodnych w przestrzeni i
ewoluujacych w czasie powstala dopiero w latach 60-tych XX wieku mimo, Zze pewne
jej elementy istnialy juz w XIX-wiecznych pracach Calusiusa, Duhema, Maxwella czy
Boltzmanna. Dla wielu celow praktycznych takich, jak wolne procesy chemiczne, teoria
parowania i skraplania, itp. wystarczajace jest klasyczne podejscie do termodynamiki,
w ktérej nie pojawia si¢ czas. Procesy sa wtedy rozumiane jako przejscie od jednego
stanu réunowagt termodynamicznej do innego bez opisu sposobu przejscia. Ten rodzaj
uproszczonej termodynamiki nazywamy termostatykq.

Zaréwno zrozumienie pochodzenia podstawowych réwnan termostatyki, jak i opis
wielu praktycznie waznych proceséw, jak przenoszenie energii, w tym przewodnictwo
cieplne, transport masy, itp. nie jest mozliwe bez przedstawienia podstaw termodynamiki
nieréwnowagowej. Ten dzial fizyki sklada si¢ z trzech podstawowych elementéw: zasad
zachowania, réwnan materialowych (konstytutywnych) i drugiej zasady termodynamiki
(nieréwnoéci entropijnej).

W zastosowaniu do budownictwa stanowi termodynamika zasadnicza cze$¢ fizyki bu-
dowli. Konieczno$¢ pelnego polowego opisu proceséw termodynamicznych pojawia sie
w takich zagadnieniach, jak wielowymiarowy transport ciepta w mostkach termicznych,
transport wilgoci przez przegrody i procesy suszenia, w tym réwniez suszenia wyrobéw
ceramicznych, transport jonéw w konstrukcjach betonowych i procesy korozji w kon-
strukcjach zelbetowych, wiele zagadnien, zwigzanych z obcigzeniami termicznymi w cza-
sie pozaru, w tym rowniez zmiany strukturalne materialéw na skutek dziatania wysokich
temperatur (900 °C i wiecej), itd.

Ogodlnie rzecz biorac, przedmiotem fizyki budowli jest opis fizyczny nastepujacych pro-
ces6w w konstrukcjach budowlanych:



C: wymiana ciepta miedzy komponentami budynku i budynkiem a $rodowiskiem
zewnetrznym,

W: transport wilgoci w komponentach i przestrzeniach budowlanych,
A: akustyka budynkéw, ochrona przed hatasem,

P: ochrona przeciwpozarowa, w tym naprezenia termiczne, opis reakcji chemicznych
(zwl. utlenianie),

O: oswietlenie budynkow,

M: zmiana wlasno$ci materiatléw budowlanych (np. degradacja, korozja) na
skutek oddzialywania z atmosfera, zwlaszcza agresywna, na skutek starzenia
sie materialéw, itp.

W tym cyklu wyktadéow przedstawimy kilka wybranych zagadnien termodynamiki i
jej zastosowan w fizyce budowli. Rozpoczniemy od przedstawienia zasad zachowania w
ich ogdlnej postaci. Nastepnie oméwimy w zarysie termodynamike gazéw idealnych i jej
uogdlnienie zaproponowane przez van der Waalsa. Na przyktadzie tego modelu oméwimy
teorie przejsc fazowych, a w szczegdlnosci teorie kondensacji i parowania wody. Nastepnie
przedstawimy przyktad termodynamicznej konstrukcji modelu ciala statego. Bedzie to li-
niowa termosprezystosé. W ramach tego modelu rozwiazemy dwa zadania na wyznaczanie
naprezen termicznych w pretach.

2 Zasady zachowania

Zasady zachowania s budowane w oparciu o pojecie obszaru materialnego. Z dowolnej
tréjwymiarowej bryly B zawierajacej material, wydziela sie mySlowo podobszary P C B,
ktore ulegaja zmianom na skutek deformacji materiatu i w dowolnej chwili czasu t zajmuja
obszary P (t), ale ktére zawieraja caly czas te same czastki materiatu. Wyjaénione to jest
na Rysunku 1. Ta definicja umozliwia zaréwno proste interpretacje wielkosci fizycznych,
dla ktérych formuluje sie zasady zachowania, jak i okreSlenie oddzialywania uktadéw
materialnych ze $wiatem zewnetrznym i wzajemnie miedzy soba.

1/ Zasada zachowania masy

Dla uktadéw materialnych, sktadajacych si¢ z czastek jednego rodzaju, na przyktad
gazu jednoatomowego (np. argon), cieczy jednoczasteczkowej (np. woda) lub makro-
skopowo jednorodnego ciata stalego (np. drewno) zaktada sie, ze w dowolnych material-
nych obszarach masa pozostaje stala. Pojecie masy jest w termodynamice wprowadzane
podobnie, jak w klasycznej mechanice, jako miara bezwtadnoSci uktadu. Analitycznie dla
osrodkéw cigglych mozna tg zasade napisac w postaci

dM (P (1))

=0, M(P()) = / p(z1, 29, 23,t)dV  dla kazdego P C B. (1)
di P()

W tym wzorze calka jest okreSlona na tréjwymiarowym obszarze P (t) i nalezy ja rozu-
mie¢ tak, jak to okreSla klasyczna definicja: Obszar P (t) zostaje podzielony na male
prostopadlo$ciany o objetosci AV = Azt Axb Az}, a nastepnie tworzy si¢ z nich sume po
wszystkich elementach pokrywajacych obszar P (t): Y., p (x4, ab, 2%, t) AV, W granicy
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matematycznej nieskonczenie matych elementéw suma ta staje sie réwna calce po obszarze
tréjwymiarowym. W tym cyklu wykladéw bedziemy jedynie wykorzystywali pewne el-
ementarne wlasnoSci tak zdefiniowanej catki. Nie bedzie potrzeby jej obliczania, a wiec
konieczne jest jedynie zrozumienie tej definicji. Masa M jest okre$lona przez catke objetos-
ciowg z gestoSci masy p. Ta ostatnia jest wprowadzana dla bardzo matych obszaréw jako
stosunek masy do objetoSci takich matych obszaréw. Jest to wylacznie pojecie matem-
atyczne. W laboratorium, w praktyce inzynierskiej, itp. zawsze mamy do czynienia z
masg i objetoscig porcji materiatu, a nie z gestoScia. W tym sensie caltka we wzorze (1)
ma bezposrednia interpretacje fizyczna, a gesto$¢ masy jej nie ma.

Wspélrzedne ©1 = x,20 = y,x3 = 2 sa dowolnie wprowadzonymi wspélrzednymi
kartezjanskimi. Ten uktad wspoétrzednych ma jednostkowa baze wektorows ey, es, es, tzn.
iloczyn skalarny e; - €; = 0,5, 4, j = 1,2, 3, gdzie d;; jest tzw. delta Kroneckera. Jest ona
réwna jednoSci dla i = j i réwna zero dla i # j (por. Rys. 2).
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Rys. 1: Definicja obszaru materialnego:
obszar zakreskowany zawiera stale te same czastki materiatu. W przypadku b/ materiat (np.
plyn) zostal przepchniety przez przegrode, zaznaczona na Rysunku kropkami. Wtedy
przeksztalcenie zakreskowanego obszaru wyjéciowego z czeéci a/ w czest zakreskowang po lewej
stronie przegrody jest niematerialne. Z obszaru tego cze$¢ czastek przeszila przez przegrode. W
przypadku przepuszczalnoSci przegrody tylko dla niektérych materialéw méwimy wtedy, ze
przegroda jest potprzepuszczalna. W przypadku, przedstawionym w czeéci ¢/ przegroda
poruszyta sie wraz z czastkami materialu. Wtedy przeksztalcenie obszaru zakreskowanego jest
materialne. O obszarze zakreskowanym, przeksztalcajacym sie tak, jak w przejsciu a/—c/
moéwimy, ze obszar jest materialny, a wprzypadku a/—b/, ze jest niematerialny. W
zastosowaniu do konstrukeji zasad zachowania stosujemy obszary materialne, cho¢ w chemii
stosuje sie do konstrukcji zasady zachowania masy réwniez oméwione powyzej przeksztalcenia
niematerialne. Wymaga to odpowiedniego opisu strumieni masy.



Rys. 2: Uklad wspdtrzednych kartezjanskich: osie uktadu, baza wektorowa i wspdtrzedne
wektora

Wzér (1) mozna napisa¢ réwniez w nastepujacej postaci

0
a—‘t’dv + 7{ pv -ndA = 0, 2)
P(t) OP(t)
N————
konwekcja

gdzie pierwsza czest — catka objetosciowa — wynika z lokalnej zaleznosci gestosci masy p od
czasu, a czes$¢ druga — caltka po powierzchni OP (t) zamykajacej obszar P (t) — z ruchu tego
obszaru. Wektor v = v (z1, 29, x3,t) jest wektorem predkosci punktéw brzegowych i dla
obszaréw materialnych, ktére tu rozwazamy jest on réwny wektorowi predkosci czastek
materiatu, ktére znajduja sie na brzegu. We wprowadzonym ukladzie wspéirzednych
kartezjanskich wektor ten mozna napisa¢ w postaci

V = v;€; = V1€1 + V€3 + VU3e3, V; =V €, (3)

gdzie v; nazywamy wspéhrzednymi wektora v, Sg one réwne rzutom wektora v na kierunki
wektoréw bazowych (por. rzuty wektora r na Rys. 2. Uwaga: czesto wektory za-
pisuje sie w postaci ¥ lub 7 zamiast tlustego druku. Znaczenie tych dwéch oznaczen
jest takie samo). Wektor n jest jednostkowym (tzn. n-n = 1) wektorem prostopadlym
do powierzchni 0P (t) skierowanym na zewnatrz obszaru P (t). Kropka we wzorze oz-
nacza iloczyn skalarny, tzn v - n = |v| |n| cos (v, n), gdzie wartosci bezwzgledne oznaczaja
dhugo$ci wektoréw (tzn. |n| = 1), a cosinus jest liczony dla kata miedzy tymi wektorami.



Druga catka we wzorze (2) jest to tzw. czeS¢ konwekcyjna i bedzie sie ona pojawiala
we wszystkich zasadach zachowania.

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego, ktére pozwala zamieni¢ catke po powierzchni
zamknietej na catke objetoSciows,

3
v
7{ pv -ndA = (;9)3: vV = / Z axk V, v-n=un,= Z vgng,  (4)
k=1

OP(t) P(t) P(t

gdzie powtoérzenie indeksu oznacza, ze po tym indeksie nalezy sumowaé (tzw. konwencja
sumacyjna), prowadzi do nastepujacej postaci zasady zachowania masy

dp 0 (pug) B .
/ l@t 4 e dV =0 dla kazdego P C B. (5)
P(t)

Zwiazek ten jest réwnowazny nastepujacemy zwiazkowi lokalnemu

9p | Olpvi)
ot &ck

=0, (6)

ktéry zachodzi w prawie wszystkich punktach ukladu. "Prawie wszedzie" oznacza, ze
zwiazek ten moze nie zachodzi¢ na pewnych powierzchniach, liniach lub w pewnych punk-
tach. Ma to, na przyktad, miejsce na powierzchniach kontaktowych miedzy dwoma fazami
przy przejsciu fazowym. Ten przypadek omawiamy ponize;j.

Rozwazmy ukiad zlozony z dwéch faz. Powiedzmy, ze obszar P~ zawiera faze pltynna,
a obszar P* faze gazowa. Te dwa obszary majg wspolng plaszczyzne, ktorg nazywa sie
granica faz. Na Rys. 3 przedstawiono ta sytuacje w przypadku jednowymiarowym, jed-
nakze rozwazania daja si¢ bez trudnoSci uogélni¢ na problem tréjwymiarowy. Poniewaz
zakladamy, ze w otoczeniu granicy fazowej nastepuje przejécie fazowe (np. kondensacja),
wiec ruch granicy faz bedzie inny, niz ruch czastek, ktére si¢ na niej chwilowo znajduja.
Sytuacja taka ma, na przyklad, miejsce na powierzchni topigcej sie kostki lodu. Czastki
lodu na powierzchni maja predkoS¢ réwna zero, a powierzchnia porusza sie na skutek uby-
wania lodu i przybywania wody. Powiedzmy, ze granica fazowa porusza sie z predkoscig
¢ w kierunku osi z;. Réwnanie (2) mozna teraz napisa¢ w postaci

/8”dv+ / apdv+ ]f pv-ndA + ]f pv - ndA = 0. (7)
PE(t) OP—(t) OP*(t)

granica fazowa
P

¥~

Rys. 3: Granica miedzy dwoma fazami (np. woda i para wodna)
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Skorzystaliémy tu z addytywnosci masy M (Pt +P~) = M (P*)+ M (P~), a to jest
rowniez wlasno$¢ wszystkich calek objetoSciowych. Catki po powierzchniach zamknigtych
wynikaja z faktu, ze po granicy fazowej catkujemy dwukrotnie, ale z przeciwnym znakiem,
bo wektor prostopadly do tej powierzchni na granicy fazowej jest réwny n dla P~ i —n dla
P*. Calki we wzorze okre$limy dla przypadku, gdy objetoSci obu obszaréw zmniejszaja,
sie do zera. Wtedy znikajg calki objetosciowe, a calki powierzchniowe przyjmuja w jed-
nowymiarowym przypadku, przedstawionym na Rys. 3 nastepujaca postac

(=p v n+pc—pret+pvi-n)A=0, (8)

gdzie p~,pt sg wartoSciami granicznymi gesto$ci masy po lewej i po prawej stronie
granicy fazowej, a v—,v" granicami predkoSci czastek na tej powierzchni. OczywiScie,
w naszym przypadku szczegélnym: v~ -n = v;, v -n = v. A jest powierzchnig
przekroju prostopadlego do osi x1 w naszym jednowymiarowym przypadku. Wygodnie
jest wprowadzi¢ predkos¢ wzgledng czastek wzgledem granicy fazowej. Wtedy powyzszy
zwiazek przyjmuje postac

pw =ptwt, w =v o n-¢, w=vin-c (9)

Interpretacja tego zwigzku jest bardzo prosta. Zauwazmy, ze wyrazenia w tym zwigzku

maja wymiar fizyczny kg/m3-m/s=kg/m?s. Wielko$¢ wytepujaca we wzorze okresla doptyw
masy do granicy fazowej na jednostke powierzchni i czasu (lewa strona) oraz odplyw

masy na jednostke powierzchni i czasu (prawa strona). Masy te musza by¢ réwne, tzn. na

granicy fazowej masa nie jest ani produkowana ani tez nie znika, co jest oczywiScie zgodne

z zasada zachowania masy. Zwiazek (9) odgrywa wazna role w opisie przejs¢ fazowych,

ktére omawiamy dalej w tych notatkach.

2/ Zasada zachowania pedu

W klasycznej mechanice zasada zachowania pedu jest identyczna z druga zasada dy-
namiki Newtona. Ped jest definiowany jako iloczyn masy i predkosci i jest on staty (znika
przyspieszenie!), jeSli na mase nie dzialaja zadne sily. Zasada ta ma taka sama tre$¢ w
termodynamice osrodkéw ciaglych. Ped uktadu P C B jest okreslony nastepujaco

P(P) = / pvdV = / purerdV. (10)
P(t) P(t)
Wielkos¢ pedu jest stata dla ukladéw, ktére nie oddzialuja z otoczeniem. Jesli to nie

ma miejsca, to oddziatywania moga by¢ przez powierzchnie (sity kontaktowe) lub przez
objetos¢ (sity objetosciowe). Zasada zachowania pedu ma wiec postaé

dt
P(t) aP(t) P(t)

4 pvdV = ]{ t,dA + / pbdV  dla kazdego P C B. (11)

Wektor t,, jest sila na jednostke powierzchni 0P (t) i nazywany jest wektorem napreze-
nia. Calka z tego wektora okreéla zmiane pedu na jednostke czasu w ukladzie P ()
na skutek oddzialywania z sgsiednimi ukladami. Wektor b jest, na przyklad réwny
przyspieszeniu ziemskiemu monozonemu przez wektor jednostkowy okreslajacy kierunek
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tego przyspieszenia lub tez jego czeS¢ stanowi przyspieszenie odSrodkowe jesli ruch jest
opisywany w nieinercjalnym uktadzie odniesienia. Cauchy udowodnil twierdzenie, ze
wektor naprezenia t,, mozna przedstawi¢ przy pomocy tensora naprezenia i wektora
prostopadlego do powierzchni OP (t). Wzér ten ma postaé

tn = 04;1;€4, n=mn;e;, (12)

w wybranym przez nas ukladzie wspétrzednych kartezjanskich. Tensor naprezen o;; jest
Ssymetryczny
011 012 013
(Uz‘j) = 012 022 023 ) (13)
013 023 033

a jego wspolrzedne maja interpretacje: o171, 092,033 to naprezenia normalne (Sciskajace
lub rozciagajace), a 012,013, 023 to naprezenia Scinajace. Nie bedziemy tu przedstawiaé
klasycznego problemu analizy tych naprezen, ktéra nie rézni sie od tej, ktéra jest, na
przyklad trescig wytrzymalo$ci materiatow.

Podobnie, jak w przypadku zasady zachowania masy pochodna po czasie z lewej strony
zwiazku (11) prowadzi do dwéch wkltadéw i zasade zachowania pedu mozna napisa¢ w
postaci

%d‘/—i— ]{ pv (v-n)dA = 7{ oinjedA + /Pbdv dla kazdego P C B. (14)
P(t) P(t) OP(t) P()
konv:gkcja

Czesc konwekcyjna odgrywa istotng role w opisie gazéw, jak réwniez w przypadku duzych
deformacji ciat statych.

W przypadku gazéw idealnych, ktére bedziemy dalej omawia¢ tensor naprezen przyj-
muje bardzo prosta postac¢, gdyz takie gazy nie przenosza naprezen Scinajacych. Redukuje
sie on wtedy do ci$nienia

oij = —pdij, (15)

gdzie p oznacza ci$nienie, a zasada zachowania pedu ma postac

aaLtvdV—l— 7{ pv (v-n)dA = — % pndA + /pde. (16)

P(t) OP(t) OP(t) P(t)

Podobnie, jak w przypadku zasady zachowania masy, stosujac twierdzenie Gaussa-Ostro-
gradzkiego mozemy ta zasade zapisa¢ w postaci lokalnej

v; v; 0o .
- ] - bi7 = 17 2737 17
p(@t ”ﬂaxj) gz, ! (17

ktora, tak jak poprzednio, zachodzi w prawie wszystkich punktach uktadu B. Wyrazenie
w nawiasie po lewej stronie oznacza przyspieszenie. W przypadku statycznym réwnania



te redukuja sie, oczywiscie, do réwnan réwnowagi

0oy,  OTyy  OTa

ox Jy * 0z

OTyy 0oy  OTy,

or + y 0z

0Ty, 0Ty, O,
+

ox y 0z

gdzie wykorzystalismy klasyczne oznaczenia dla ukladu wspétrzednych: z; = z, x5 = v,
x3 = 2z 1 dla wspéirzednych tensora naprezen: 011 = 04, 012 = T4y, itd.

Przedstawimy jeszcze zasade zachowania pedu na granicy fazowej. Ponownie ograni-
czymy sie do przypadku jednowymiarowego, przedstawionego na Rys. 3. Dalej wykorzys-
tujemy tylko zasade dla gazu idealnego, dla ktérego zachodzi zwiazek (15). Biorac pod
uwage zasade zachowania masy na granicy fazowej (9) otrzymujemy tatwo

+pb, = 0,

+pby = 0, (18)

+sz = 0,

pw (v on—vt.n)=pt—p, (19)

gdzie p~, p* oznaczajg graniczne wartoSci ci$nienia przed i za granicg fazows. Zwigzek ten
jest szczegdlnie wazny, gdy mozna pomingé ruch czastek uktadu po obu stronach granicy,
gdyz wtedy

p=p", (20)

tzn. ze cinienie jest ciagle na takiej granicy fazowe;.

3/ Zasada zachowania energii
Energia catkowita ukladu sklada sie z dwéch cztonéw: energii kinetycznej i energii
potencjalnej

E(P,t)= / %pv -vdV + / pedV, (21)
P(t) P(t)

gdzie € oznacza gestoS¢ energii wewnetrznej na jednostke masy. Jak pokazemy dalej, en-
ergia wewnetrzna jest funkcja deformacji uktadu, temperatury, a w wielu przypadkach
rowniez innych zmiennych, opisujacych procesy termodynamiczne. Jej posta¢ zalezy od
materialu. Typowym przykiladem jest energia wewnetrzna sprezyny, ktora jest kwadra-
towg funkcja wydtuzenia sprezyny, a wspoélczynnikiem materialowym jest stala sprezys-
toSci sprezyny.

Energia moze si¢ zmienia¢ na skutek transportu energii przez granice o$rodka, jak
rowniez wymiany objeto$ciowej. Ta pierwsza forma zawiera w uktadach termomechan-
icznych dwa czlony. Pierwszy opisuje moc sit powierzchniowych (czlon mechaniczny), a
drugi wymiane energii o charakterze niemechanicznym, np. przez przewodnictwo cieplne.
Druga forma zawiera réwniez moc mechaniczng sit objetosciowych i wymiane energii przez
promieniowanie. Zasada zachowania energii moze wiec by¢ napisana w postaci

1
% (EPV'V+p€>dV: % (V'tn—Q'n)dA+/p(V'b+T)d‘/7 (22)
P(t) OP(t) P(t)

gdzie q oznacza wektor strumienia ciepta, a r jest iloScig promieniowania na jednostke
masy i czasu. Ten mechanizm wymiany ciepta nie odgrywa praktycznie zadnej roli. O
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ile efekty cieplne wywotane na powierzchniach cial stalych s praktycznie, réwniez w
konstrukcjach budowlanych, bardzo wazne, to pochlanianie objetoSciowe jest pomijalnie
malte. W réwnaniu przewodnictwa cieplnego w uktadach dwu- i jednowymiarowych moze
sie pojawic tego rodzaju wymiana ciepla, ale jest to wynikiem redukcji wymiaru uktadu i
jest zwiazane z przejmowaniem ciepla przez powierzchnie. 7 tego powodu bedziemy dalej
wktad promieniowania r pomijali.

Stosujac takie same przeksztalcenia matematyczne, jak w poprzednich zasadach za-
chowania, mozemy wzér (23) napisaé w postaci

/3(%pv~v+p€)dv+ ]{ <%pv,v+p5)(v.n)dA: (23)

ot
P(t) OP(t)
kon%kcja
= % (Uijvi — qj> anA + / P (V . b+T> dVv.

OP(t) P(t)

Czlon konwekcyjny odgrywa wazng role w zastosowaniach w budownictwie i jest odpowie-
dzialny zaréwno za efektywne przejmowanie ciepla przez przegrody, jak i w okreSleniu
warunkéw klimatycznych pomieszczen.

Ponowne zastosowanie twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego prowadzi do zwigzku

/ {8(%pvé:+05) +8ik [(%pv~v+pg) Uk”dvz (24)

P(t)

0
= / [a—xk (oirvi —q) +p (v - b+7“)} av.
P(t)

Po wykorzystaniu zasad zachowania masy i pedu otrzymujemy ostatecznie nastepujace

réwnanie bilansu
Oe Oe ov;  Oqy
= e | dV = — — 2 . 2
/p[athvkaxJ dV / [ak&vk axk+pr] dVv. (25)
P(1) P(t)

Poniewaz zwigzek ten musi zachodzi¢ dla wszystkich uktadéw P C B, wiec mozna go
zastapi¢ zwiazkiem lokalnym

0 0 0 ov;
p{s 6}+qk v

ot U ory "0
k k

ot 8:ck

+ pr. (26)

To réwnanie bilansu energii wewnetrznej stanowi podstawe do analizy przewodnictwa
cieplnego. Zauwazmy, ze pomijajac promieniowanie i deformacje uktadu, tzn. dla

ox k ot Ox k
gdzie u = u;e; jest wektorem przemieszczenia, mamy
Oe Oe Oy
— — — =0. 28
p [6t ”’“axJ T o (28)
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Lacznie z prawem Fouriera, ktére omawiamy pézniej w tych wykladach, otrzymuje sie
z tego réwnania niestacjonarne tréjwymiarowe réwnanie przewodnictwa cieplnego. W
przypadku stacjonarnym

g

—— =0, 29

O (29)
a dla przegréod budowlanych, w ktérych zagadnienie mozna traktowac¢ jako jednowymi-

arowe
oq

oy

Ten wynik jest podstawa wszystkich obliczen normowych dla strat ciepta przez przegrody.
Do analizy réwnania bilansu energii wewnetrznej (28) powrécimy pézniej.

Tak, jak poprzednio zbadamy jeszcze skutki zasady zachowania energii dla granicy fa-

zowe]j. Ponownie rozpatrzymy przypadek jednowymiarowy dla gazu idealnego. Wykorzys-

tamy wzor (23). Odrzucajac calki objetosciowe mamy dla przypadku jednowymiarowego

- Gp‘v‘ VT p‘s‘) (vion—¢)+ <%p+v+ v+ p+€+) (vt n—c)= (31)

=p v -n+q -n—q -n-p

=0 = ¢ = const. (30)

+ +-Il.

Biorac pod uwage maty wklad energii kinetycznej i ciaglo$¢ ci$nienia (20) otrzymujemy

qQ n-q''n

r=ht—h" = —— : (32)
pw
gdzie p~w~ = ptw™, oraz funkcje
- +
h_:E_—I-Z;—_. h+=€+—|—i—+, (33)

oznaczajg entalpie obu faz, a r jest tak zwanym cieptem ukrytym, lub cieptem parowania
(nie myli¢ z promieniowaniem energetycznym!). Jesli po stronie ujemnej jest woda, a po
stronie dodatniej granicy fazowej para wodna, to typowe wartoSci tych funkcji dla réznych
temperatur mozna znalez¢ w ponizszej Tabeli.

Jak wida¢, strumien ciepla jest nieciggly na granicy faz: q*-n#q - n.

Tabela: Cisnienie pary wodnej nasyconej, objetosci wtasciwe wody v— =1/p~
i pary wodnej vt = 1/p*, entalpie wody h™~ i pary wodnej h™ i ciepto parowania r
w funkcji temperatury ¥ = T — 273°K!

0 °C] | p[bar] v [m’/kg] | v [m’/kg] | A [kJ/kg] | h" [kI/kg] | v [kI/kg]
0,0 | 0,006112 | 1,0002x10~3 | 206,2 0,00 2501,6 2501,6
5 0,008718 | 1,0000x 10~2 | 147,2 21,01 2510,7 24897
50 0,12335 | 1,0121x10~° | 12,05 209,26 2592.2 2382.9
100 | 1,0133 | 1,0437x10°° | 1,673 419,1 2676,0 2256.9
150 | 4,760 1,0908x 1073 | 0,3924 632,2 27454 2113,2
200 | 15,760 | 1,1565x10~° | 0,1272 852,4 2790, 19385
250 | 39,776 | 1,251x10~° | 0,05004 1085,3 2800,4 1714,6
300 | 85,927 | 1,404x10° | 0,02165 1345,0 2751,0 1406,0
374,15 | 221,20 | 3,17x10° | 0,00317 21074 21074 0,0

lszczegétowe dane mozna znalezé w Tablicy NA.3 normy PN-EN ISO 6946:1999
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Na Rysunku 4 przedstawiono ciepto parowania (ostatnia kolumna w Tabeli) w funkcji
temperatury. Jak widac¢, jest to funkcja malejaca do zera. Punkt, w ktérym osigga
zero ma szczegélne znaczenie w opisie przej$t fazowych. Do oméwienia tego zagadnienia
powrécimy w dalszej czeSci wyktadu.

r(kJ/kg)

» T(°C)

0 I 1 T
0 180 200 300 ' 400
374.15

Rys. 4: Cieplo parowania wody r w funkcy temperatury w skali Celsjusza

3 Roéwnania materialowe (konstytutywne)

Aby zasady zachowania i, ewentualnie, dodatkowe réwnania bilansu, przeksztalci¢ w réow-
nania pola dla wybranych pdl potrzebne sg dodatkowe zwiagzki charakteryzujace wlasnosci
materiatu. Przyktadowo, okreslenie réwnan dla gestosci masy p, predkosci czastek v i
temperatury 7' gazu idealnego wymaga, opréocz zasad zachowania masy, pedu i energii,
dodatkowych zwigzkéw dla ci$nienia p, energii wewnetrznej € i strumienia ciepta q. Dla
okreslenia rownan pola dla przemieszczenia u i temperatury 7' w ciele termosprezystym
potrzebne sa, obok zasad zachowania, zwiagzki dla tensora naprezen, energii wewnetrznej
i strumienia ciepta. Termodynamika okresla strategie budowy takich zwigzkéw, jesli nie
sg one okreslone eksperymentalnie. Sytuacja, w ktorej zwigzki materialowe sg catkowicie
okre§lone empirycznie nalezy do wyjatkéw.

Ponizej oméwimy krétko strukture zwigzkéw materiatlowych dla wspomnianych wyzej
gazow idealnych i dla materialéw termosprezystych.

3.1 Gaz idealny

Najprostszym materialem termosprezystym jest ciecz idealna. Material ten definiujg
nastepujace zwiazki

p=ppT), e=c(p,T), q=—AgradT, (34)
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gdzie zalezno$¢ ciSnienia p i energii wewnetrznej ¢ od gestoSci masy p oznacza, ze te
dwie wielkosci sa zalezne od deformacji, a Scislej rzecz biorac od zmian objetoSci, gdyz
zmiany gestosci masy p i zmiany objetoSci sg ze sobg sprzezone. Zwigzek dla ci$nienia jest
nazywany termicznym réwnaniem stanu, a zwigzek dla energii wewnetrznej kalorycznym
réwnaniem stanu. Pierwszy z nich wyznacza si¢ stosunkowo tatwo eksperymentalnie.
Drugi okreslany jest przez eksperymenty kalorymetryczne, ktére sa znacznie trudniejsze do
przeprowadzenia. Strumien ciepla q spemia prawo Fouriera (1768-1830), a wspétczynnik
materialowy A\ w tym zwigzku jest wspotczynnikiem przewodnictwa ciepla. Zwiazki (34)
muszg speiniaé pewne ograniczenia, ktore wynikaja z drugiej zasady termodynamiki i
ktore omawiamy w dalszej czesci tych notatek.

Poczatki sformutowania klasycznego termicznego réwnania stanu majg ponad trzysta
lat 1 mozna je znalezé w pracach Boyle’a (1627-1697), Mariotte’a (1620-1684), a pdézniej
Gay-Lussaca (1778-1850). Réwnanie to ma dla gazu idealnego nastepujaca postac¢

J Iz

R
T gdzi =8,3143-10° ——, M, =—.
A gdzie R =8,3143-10 e K ” (35)

p=p

W tym wzorze T' oznacza temperature mierzong w skali Kelvina, R jest uniwersalng
staly gazowa, a M, jest wzgledng masg molekularng. Poczatkowo definiowano ja jako
stosunek masy molekularnej gazu p do masy atomowej wodoru gy = 1,67329 - 10-2* g.
Wielkos¢ M, jest stabelaryzowana i przykladowo wynosi

MM = 2 M9 =32 MM =28 M=12,

T

MA = 40, MY =35 MN*=23.

Wspdlczednie zamiast masy atomu wodoru stosuje sig¢ jako p, 1/12 masy atomowej wegla,
ktéra wynosi: p, = 1,66011 - 1072" kg. W zastosowaniach technicznych mozna tg mody-
fikacje ignorowa¢. Wprowadzono ja, gdyz wtedy wzgledna masa molekularna M, wielu
zwiazkow jest liczbg catkowita. Natomiast dla wodoru otrzymuje si¢ w nowej konwencji
M =1,00794.

W zaleznosci od zastosowan termiczne réwnanie stanu pisze si¢ w réznych postaciach.
Dla uktadéw jednorodnych uzywa sie jako zmiennych catkowita mase m = pV = V/v,
caltkowitg liczbe czastek N = m/u. Wtedy

R
vV = T
P A
1
v = RT gdzie y:—:K, lub stosujac  m = Nu, M, = a (36)
]Mr P m Ho

pV = NEKET gdzie k= Ryu,=1,38044- 10_23% - stala Boltzmanna.
W chemii uzywa sie jako jednostki masy tzw. mol
1 mol = M, g,

tzn. 1 mol kazdej substancji zawiera taka sama liczbe molekut. Jesli oznaczymy ta liczbe
przez A, to mamy

1
lmol=Ay = A=-—=6,0237-10%.
Ho
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Liczba A nazywa sie liczba Avogadro. Z termicznego réwnania stanu wynika dla warunkéw
normalnych: p =1 atm, T =273.15 K (0° C), N = A

NET
Vinot = —— = 22,4207 litréw.
D

Powietrze jest mieszaning gazéw

78,08% azotu Ny, 20,95% tlenu Oy, 0,94% argonu Ar, 0,03% dwutlenku
wegla C'Os.

Wiymnika stad masa molekularna powietrza

1 = 0,7808)1y, +0, 2095710, + 0,009, +0,000300, = ME="FL =28 96 (37)

Ho

W odréznieniu od termicznego réwnania stanu, okreslajacego zwiazek konstytutywny
(materialowy) dla ci$nienia, kaloryczne réwnanie stanu okreéla zwiazek konstytutywny
dla wlasciwej energii wewnetrznej € (p, 7). Dla gazéw idealnych

R
e=z—T+a, (38)

M,
gdzie z jest stala:
3 P
5 dla gazéw jednoatomowych,
z =1 2 dla gazéw dwuatomowych, (39)
3 dla gazéw wieloatomowych.

Stata a jest rézna dla réznych gazéw i jest ona istotna w opisach reakcji chemicznych.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze energia wewnetrzna gazow idealnych jest niezalezna od ci$nienia
p, a wiec i od gestoSci masy p.

Model gazu, przedstawiony powyzej funkcjonuje dobrze w zastosowaniach prakty-
cznych w obszarze zmiennoSci parametrow, w ktérym nie wystepuja zmiany stanu skupi-
enia. Jedna z cech charakterystycznych takiej zmiany jest transformacja materiatu, ktéra
prowadzi do réznych reakcji faz materialu na obcigzenia mechaniczne — §ci§liwo$¢ wody,
na przyktad, dla zadanej temperatury i ci$nienia jest zupelie inna, niz $cisliwoS$¢ pary
wodnej dla tej samej temperatury i ciSnienia. Oznacza to, ze dla zadanej temperatury
zwiazek miedzy ciSnieniem i gestoScia masy powinien przewidywac dwie rézne reakcje.
Jest to niemozliwe dla zwigzkéw monotonicznych, takich jak (35). Termiczne réwnanie
stanu gazu idealnego (35), tzn.

pv=oT, (40)

gdzie p jest ciSnieniem gazu, T — temperaturg absolutna, v — objetoScig wlasciwa, R —
uniwersalng statyg gazowa, a M, — wzgledng masa molekularng, jest zbyt uproszczone, aby
opisac takie przejécia fazowe, jak parowanie wody, czy tez skraplanie pary wodnej. Widac
to, na przyklad, na izotermach (7' = const.), ktére maja charakterystyczny, hiperboliczny
— a wiec monotoniczny — przebieg (p ~ 1/v).

Van der Waals zaproponowal uogélnienie termicznego réwnania stanu przez uwzgled-
nienie oddzialywania czastek. Przebieg mikroskopowego potecjatu oddziatywan dla czastek,
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ktére mozna modelowaé jako punkty materialne (bez struktury!) ma jako$ciowo zawsze
charakter, przedstawiony na Rysunku 5. Pochodna tego potencjalu wzgledem odleglosci
miedzy dwoma punktami r jest ujemna dla sit odpychajacych (dla r < rg) i dodatnia dla sit
przyciagajacych (tzn. dla r > rg). Przykladowo, taki przebieg maja najczeSciej uzywane
potencjaly Lenarda-Jonesa lub Morse’a. Oznacza to, ze czastki nie moga sie zbytnio do
siebie zblizy¢, co wymaga wprowadzenia do modelu gazu minimalnej objetoSci wlasciwe;j.
Oznacza sie ja zwykle przez b. Z drugiej strony przycigganie czastek odlegltych oznacza, ze
ci$nienie czastek na $cianki naczynia, ktore jest skutkiem przekazywania przez czastki en-
ergii kinetycznej na Scianke, musi by¢ pomniejszone, bo dzialanie na Scianki jest ostabiane
przez przycigganie przez czastki wewnatrz naczynia. Odpowiedni parametr oznacza sie
przez a..

A
[4h)

I, r
[
|

Rys. 5: Potencjat oddziatywania (schematycznie) dwdch punktow
w funkcji ich odlegtosci

Zmodyfikowane w ten sposéb réwnanie stanu ma nastepujacag postac

R

T a

M,

_ M- 4 41
= (41)

Przebieg tej zaleznoSci jest schematycznie przedstawiony na Rys. 6.

K (punkt krytycany)
- /lu‘zywa wspolistniema

Y

Rys. 6: Szkic fazowy dla relacyi van der Waalsa
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Jak wida¢, izotermy nie sa monotoniczne co, jak zobaczymy, prowadzi do przejsc
fazowych. Ze wzrostem temperatury obszar niemonotoniczno$ci maleje do zera. Znika
on catkowicie dla izoterm lezacych powyzej izotermy stycznej do krzywej, zaznaczonej
przerywana linig na Rys. 6 (krzywa wspdlistnienia). Punkt stycznoSci izotermy granicznej
nazywa sie¢ punktem krytycznym K. Ponizej omawiamy problem wyznaczania obszaru
ograniczonego ta krzywa. Nazywamy go obszarem spinodalnym.

Okreslenie potozenia punktu krytycznego jest oparte na dwéch zaleznoSciach, wynika-
jacych z faktu, ze punkt krytyczny jest punktem przegiecia izotermy, i w zwiazku ze
zlewaniem si¢ w tym punkcie minimum i maksimum ci$nienia styczna do izotermy musi
by¢ w tym punkcie pozioma. A wiec mamy dwa zwiagzki

0 0?
a—f —0, a—vf ~0. (42)
K K
Po podstawieniu (41) otrzymujemy
T 2 s 6
MTK2 _3(1:07 9 MTKg——f:O, (43)
(vk —b) Uk (v —b) Uk
a stad wynika
1 R 8
vg =3b, pr = o=, Tk = —. (44)

2102 M, " 27b

Podstawienie tych zaleznodci do (41) daje zwiazek

p i (%) 1
(_) - L (45)
Pk 3 <L) 1 <L>
VK VK

Oznacza to, ze termiczne réwnanie van der Waalsa dla unormowanego ci$nienia, tempera-
tury i objetosci wlasciwej nie zawiera juz zadnych parametréw materialowych. O takim
réwnaniu méwimy, ze jest uniwersalne — jest ono takie samo dla kazdej substancji. Ta
wlasno$¢ réwnania van der Waalsa powoduje, ze rzeczywiste gazy spetniaja je wylacznie
jakoSciowo i to ze znacznymi odchyleniami. Mimo tej wady réwnanie van der Waalsa
odgrywa wazng role w pogladowym przedstawieniu proceséw przejsé¢ fazowych.

W obszarze spinodalnym izotermy zawieraja odcinek z dodatnia pochodng cisSnienia
wzgledem objetosci wlasciwej. Oznacza to, ze ci$nienie ro$nie wraz ze wzrostem objetosci
substancji. Takie zachowanie jest zabronione przez warunek termodynamicznej stabil-
nosci. Musimy wyeliminowaé¢ ten odcinek z réwnania stanu przez dodatkowy argument.
Otrzymuje sie go réwniez z termodynamiki rozwazajac zasady zachowania i drugg zasade
termodynamiki. Do problemu tego powrécimy po oméwieniu drugiej zasady termody-
namiki.

3.2 Material termosprezysty

Drugim modelem konstytutywnym, ktéry przyktadowo oméwimy w tym cyklu wykladéw
jest liniowy material termosprezysty. Model termosprezysty ciata statego odgrywa bardzo
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wazng role w projektowaniu konstrukeji, gdyz pozwala oceni¢ wplyw tzw. naprezen ter-
micznych. Pod koniec tego cyklu wyktadu pokazemy to na dwdéch prostych przykladach.
Analiza opiera sie gléwnie na zalozeniu liniowoSci modelu, a to oznacza, ze deformacje
osrodka musza by¢ mate. Opis tych deformacji wyprowadza si¢ zwykle przy pomocy wek-
tora przemieszczen u, stosowanego w klasycznej teorii sprezystosci. Wtedy tzw. tensor
deformacji Almansi-Hamela e i wektor predkosci sg okre$lone zwigzkami

1 0
e=— (gradu + (grad u)T> , v :—u, (46)
2 ot
co w ukladzie wspétrzednych kartezjanskich zapisuje sie nastepujaco

“i = 3 (axj*‘axi)’ Vi (47)

Oczywiscie, wspolrzedne e1; = e, €2 = €, e33 = e, opisuja deformacje przy Sciskaniu i
rozcigganiu, a €1z = 27,,; €13 = 27,,; €23 = 27,,; deformacje przy Scinaniu.
Pomiedzy predkoécia i deformacja zachodzi nastepujacy zwiazek catkowalnosci

% = % (gradv + (grad V)T) : (48)

Przy jego pomocy mozna tatwo okreslic zmiany gesto$ci masy. Wykorzystujac zlineary-
zowang zasade zachowania masy (6), otrzymujemy

0 (py—p vy, 0 ([ Ouy OJepr,  Otre
= |— = —=—|—|=—= 4
m<p0> Dy &Qm) ot~ ot (49)
= M:tre:ell+622+633,
Po

a to oznacza, ze zmiany gesto$ci masy mozna obliczy¢ po znalezieniu wektora przemiesz-
czenia u. To oznacza, ze, w przeciwienstwie do gazéw, dla ciat stalych gestos¢ masy nie
jest niezaleznym polem. Z tego powodu zasady zachowania masy nie wymienia sie wsrod
réwnan opisujacych ciala stale.

Liniowos¢ teorii oznacza, ze zaktada sie malos¢ odchylen od stanu poczatkowego
{py,e = 0,Ty}. Matematycznie mozna to zapisa¢ w postaci

max {

gdzie norma ||e]| jest zdefiniowana nastepujaco

T —1Tp
To

u' el
Po

}<L (50)

o = ] p]. . o

a )\(a), a=1,2,3, sy tzw. rozciggnieciami w kierunkach gtéwnych, okreSlonych z problemu
na wartosci wlasne tensora e;;

det (e — X5;;) = 0. (52)
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W termodynamice zaklada si¢, ze oddzialywania zewnetrzne pb, pr sa zadane. Moga
one byc¢ wlaczone lub wylaczone niezaleznie od rodzaju materiatu. To oznacza, ze za-
sady zachowania pedu (17) i energii (26) mozna zamieni¢ w réwnania pola dla pél u, T’
jedli sformuluje sie zwiazki materialowe (konstytutywne) dla tensora naprezen o;;, energii
wewnetrznej € i strumienia ciepla q. Zwiazki te sg funkcjami u,T i pochodnych tych
funkcji. Dla materialéw termosprezystych maja one postat ogélna

or T
Tij = Tij (uk,vk,ekl,T, %) , E=E (Uk,vk,ekl,T, %) ; (53)
k k
oT
9 = qi (Uk,vk,ekl,T, 8_) .
T

Nie wszystkie zmienne konstytutywne {ug, vg, ex, T, 0T /Ox} moga sie pojawi¢ w zwiaz-
kach (53). Jest to zwiazane z tzw. zasada obiektywno$ci materialnej. Zasada ta eliminuje
zalezno§¢ zwigzkéw konstytutywnych od wyboru obserwatora. Nie bedziemy jej tu przed-
stawiac. Jej skutkiem jest znikanie zaleznosci konstytutywnej od u, v. Zmiana obserwatora
prowadzi do pojawienia sie w réwnaniach ruchu dodatkowych sit Coriolisa, sity odsrod-
kowej, sity Eulera i sity ruchu wzglednego obserwatoréw, ale nie ma wptywu na wlasnosci
materialu (np. wartodci statych sprezystych). Mozna réwniez udowodnié przy pomocy
drugiej zasady termodynamiki, ze naprezenia o;; i energia wewnetrzna nie zalezg od gradi-
entu temperatury. Aby uprosci¢ rozwazania w tym cyklu wyktadéw nie przeprowadzamy
tego dowodu i przyjmujemy jako zalozenie jedynie izotropowe prawo Fouriera. Wtedy
zwiazki (53) upraszczaja sie do postaci

oT
a.fCi’

gdzie wspolczynnik przewodnictwa cieplnego A moze by¢ zalezny od temperatury. W teorii
liniowej nie jest on zalezny od deformacji materiatu. Szczegétowo omawiamy te zwiazki
dla materiatu liniowo termosprezystego po przedstawieniu drugiej zasady termodynamiki.

Podstawienie réwnan konstytutywnych (54) do zasady zachowania pedu (17) i zasady
zachowania energii (1.26) prowadzi do réwnan pola dla u (x,t), T (x,t). Dla rozwiazania
tych réwnan potrzebne sg jeszcze warunki brzegowe i poczatkowe, ktérych tu nie oma-
wiamy. Rozwigzania dla skomplikowanych przypadkéw uzyskuje sie zwykle metodami
numerycznymi. Odpowiednie programy sa dostepne np. w pakietach ANSYS lub ADINA.
Te rozwiagzania nazywa si¢ procesami termodynamicznymi w wybranej klasie materialéw.

oij = 045 (en, T), e=clew,T), @ =—\ (54)

4 Druga zasada termodynamiki

Przechodzimy do oméwienia niektérych aspektéw podstawowej zasady termodynamiki,
ktéra musi by¢ speliona przez wszystkie tzw. procesy nieodwracalne. Pod koniec XIX
wieku, gléownie dzigki pracom Maxwella i Boltzmanna stalo si¢ jasne, ze niemozno$¢
spontanicznego (czyli bez oddziatywania ze $wiatem zewnetrznym) odwrécenia proceséw
makroskopowych w czasie jest wynikiem olbrzymiej iloSci stanéw mikroskopowych uktadéw,
ktére prowadza do takich samych stanéw makroskopowych. Szczegélnie dobitnie demon-
struje to stynny eksperyment myslowy ”Dog and flea model”, zaproponowany przez P. i
T. Ehrenfestow w 1907 roku. Nie bedziemy go tu omawia¢. Uzasadnia on stwierdzenie, ze
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statystycznie procesy makroskopowo muszg przebiega¢ od znacznie mniej prawdopodob-
nych stanéw nieréwnowagowych do bardziej prawdopodobnych stanéw réwnowagowych.
Realizacja tych ostatnich na poziomie makroskopowym moze byt przeprowadzona przez
znacznie wigkszg liczbe stanéw mikroskopowych niz to ma miejsce dla stanéw nieréwnowag-
owych. Odwrécenie spontaniczne procesu, ktére wyprowadza uklad ze stanu réwnowagi
i doprowadza do pewnego stanu nieréwnowagi jest w mysl tego rozumowania wprawdzie
mozliwe, ale praktycznie nieprawdopodobne dla uktadéw dostatecznie duzych, aby mozna
bylo zastosowa¢ argumenty statystyczne. Kuliminacjg takiego modelowania proceséw
makroskopowych bylo twierdzenie H Boltzmanna. Boltzmann wykazal, ze funkcja H =
kIn W osigga w ukladzie izolowanym maksimum. Wielkos¢ W okre$la ilos¢ sposobéw real-
izacji wybranego stanu makroskopowego poprzez rézne stany mikroskopowe. To twierdze-
nie wywolato burzliwe dyskusje na przetomie XIX i XX wieku i doprowadzito do samobdjstwa
Boltzmanna. Kamien nagrobny Boltzmanna w Wiedniu zawiera napis z powyzszym
wzorem dla funkcji H. Sama funkcja jest nazywana entropia.

W nowoczesnym sformulowaniu termodynamiki zaklada sig, ze entropia spelia réw-
nanie bilansu

d
pr pndV = — ]{ h - -ndA + / (ps+1n)dV, (55)
(1) aP(t) P(t)
———
=H(P)

gdzie h jest strumieniem entropii przez powierzchnig, a s promieniowaniem entropijnym.
Podobnie, jak promieniowanie energetyczne r nie odgrywa ono praktycznie zadnej roli.
Wielko§e 1) jest gestoscig produkeji entropii na jednostke objetosci. Wystapienie tego
zrédla powoduje, ze réwnanie bilansu entropii nie jest zasada zachowania.

Druga zasada termodynamiki wymaga, aby wszystkie dopuszczalne procesy termody-
namiczne dawaly nieujemng produkcje entropii dla dowolnego uktadu P C B. Zapisujemy
to nastepujaco

/ ndV >0 dla kazdego P C B. (56)
P(t)
Podstawienie réwnania bilansu (55) prowadzi do nieréwnoéci entropijnej

d
p pndV + 7{ h-ndA — / psdV >0 dla kazdego P C B, (57)

P(t) IP(t) P(t)
gdzie n i h speliajg zwigzki konstytutywne. Dla gazu idealnego sa one nastepujace
1

n=np.T), hx=a (58)
a dla materialu termosprezystego
1
n=mnlew,T), hr= e (59)

Drugi z tych zwiazkéw, proporcjonalno$¢ strumienia entropii i strumienia ciepta ze wspét-
czynnikiem 1/7 nie zachodzi w przypadku ogélnym. Na przyklad, nie mozna go stosowaé
w teorii mieszanin, opisujacych dyfuzje. Nie bedziemy sie dalej zajmowaé tym problemem.

18



Podstawienie (58)s lub (59)2 w nieréwnoSci entropijnej prowadzi do tzw. nieréwnosci
Clausiusa-Duhema, ktéra stanowita podstawe termodynamiki nieréwnowagowej lat 60-
ych XX wieku.

Przeksztalcenia nieréwnosci (57) do postaci lokalnej dokonuje sie tak, jak poprzednio.
Po pierwsze pochodna czasowa prowadzi do postaci

/ap”dv+ jqf i (v-n)dA + jqf %q-ndA— /psdvzo. (60)

IP(t) aP(t) P(t)

J/

~
konwekcja

Przy pomocy twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego dostajemy wiec dla prawie wszyst-
kich punktéw osrodka

an an 0 (q
— (2E) _ps>0.
<8t + ’“axk) +axk< ) ps =0 (61)

Natomiast dla granicy fazowej w przypadku jednowymiarowym mamy

prwTnT + %q = ptwtnt 4 gt (62)

Na przykladach gazu idealnego i materialu termosprezystego zademonstrujemy teraz
ograniczenia, jakie naklada druga zasada termodynamiki. Nieréwnos¢ entropijna w postaci
(61) musi by¢ spelniona dla wszystkich proceséw termodynamicznych, a wiec dla rozwigzan
réwnan pola. Aby to ograniczenie wyeliminowaé stosuje sie we wspoétczesnej termody-
namice metode mnoznikéw Lagrange’a. Ze wzgledu na ograniczony czasowo zakres tych
wykladéw metody tej nie bedziemy omawiac¢. Dla przyktadéw ktére dyskutujemy wystar-
czy zauwazyc, ze rownanie bilansu pedu zadnych ograniczen nie naktada, gdyz znajdujace
sie w nim przyspieszenie moze by¢ ksztaltowane dowolnie bez wplywu na pozostale cztony
nieréwnosci. Nie mialoby to miejsca, na przyktad, w teorii mieszanin. Ograniczenia sg
nakladane jedynie przez réwnanie bilansu energii (26). To ograniczenie mozna jednak
réwniez tatwo wyeliminowaé poprzez eliminacje dywergencji strumienia ciepta: Ogy/0xy.
Podobnie do promieniowania energetycznego pomijamy promieniowanie entropijne. Pod-
stawiajac dywergencje strumienia ciepta z (26) do (61) otrzymujemy

Y Y oT oT 1 0T Ov;
<8t+vk8 k)+ <8t+ Uk — ) U —U”axj’ (63)

gdzie dla wygody wprowadziliSmy oznaczenie

v=e—"Tn. (64)

Ta funkcje nazywamy energia swobodng Helmholtza.

Nier6wnos¢ (63) musi zachodzi¢ nie tylko dla proceséw termodynamicznych, ale dla
wszystkich pél. Wykorzystamy to ponizej w obu przyktadach.

1/ Ciecz idealna.

Przypomnijmy, ze dla cieczy idealnej polami sa gestos¢ masy p, predkoS¢ czastek v i
temperatura 7. Zwiazki konstytutywne mozemy napisa¢ w postaci

8T
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a tensor naprezenia ma posta¢ o;; = —pd;;. Podstawienie tych zwiazkéw do nieréwnosci
(63) i wykonanie rézniczkowania funkcji ztozonych prowadzi do nastepujacej nieréwnosci

o p\[o0, 0], (%, N[oT  or

(ap )[8t+vk8xk T\or ) ot T %an | T (66)
Loor
qua =

Ta nieré6wnosc¢ jest liniowa wzgledem pochodnych p i T umieszczonych w nawiasach
kwadratowych. Moze wigc byt spelniona tylko wtedy, gdy wspéleczynniki przy tych
pochodnych znikaja, tzn.

oY 0y oY w
_ 22 - __T = =

Te zwiazki oznaczaja, ze zadanie zwiazku konstytutywnego dla energii swobodnej Helm-
holtza wystarcza do okreSlenia zwigzkéw dla ciSnienia, entropii i energii wewnetrzne;j.
Otrzymuje si¢ je przez proste rézniczkowanie. Jest to typowy wynik eksploatacji drugiej
zasady termodynamiki. Zauwazmy, ze wyniki (67) mozna polaczy¢ w jeden zwiazek.
Napiszmy rézniczke zupela funkeji ¢ = ¢ (v,T), v = 1/p. Otrzymujemy

dyp = de —Tdn — ndt = (68)
oY oY
=3, —dv + deT = —pdv — ndT.
Po uproszczeniu
1
dn = T (de + pdv) . (69)

Jest to tzw. réwnanie Gibbsa znane z klasycznej termostatyki. Uzyskane powyzej zwigzki
wykorzystamy przy opisie procesu kondensacji.
Nier6wnos¢ (66) redukuje sie do postaci
Aa—Ta—T > 0. (70)
ox k ox k

Wielko§¢ D nazywamy dysypacja w ukladzie. Jest ona réwna zero w stanie réwnowagi
termodynamicznej, w ktérym, jak wida¢ musi znika¢ gradient temperatury, a wiec i stru-
mien ciepta. Istnieja materialy, w ktérych dysypacja jest bardziej skomplikowana. Na
przyktad, dla cieczy lepkich jest ona réwniez wynikiem lepkoSci. Dla gazéw idealnych je-
dynym mechanizmem dysypacji jest przewodnictwo cieplne. Oczywiscie, nier6wno$é (70)
oznacza, ze wspolczynnik przewodnictwa cieplnego musi by¢ dodatni: A > 0.

2/ Material termosprezysty
W tym przypadku zwiazki konstytutywne (54) oraz v = 1 (ey,T) prowadza do

nieréwnosci
e —_ <.
( P dem “’“) o " <8T+ ) o~ T 0wy 0my =0 (71)

Poniewaz badamy model liniowy, wigc mogliSmy pominaé¢ nieliniowg czes¢ pochodnych i
wykorzysta¢ zwiazek catkowalnosci (48). Jak wida¢, réwniez w tym przypadku pojawia
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sie czeé¢ liniowa nieréwnoéci z pochodnymi dey; /0t 1 9T /0t. Ich wspélezynniki musza
znika¢. Otrzymujemy wiec

A a

=P T THp T e=¢—-T— (72)

or’
Tym samym réwniez w tym przypadku wystarczy poda¢ zwigzek konstytutywny dla
energii swobodnej 1. Naprezenie oy, entropia 7 i energia wewnetrzna € wynikaja przez
proste rézniczkowanie.

Réwniez w tym przypadku mozna wyprowadzi¢ réwnanie Gibbsa. Mianowicie

1
dip =de — Tdn —ndl = %dekl + %dT = —opder —ndT,
8ekl or P
skad wynika
1 1
d?] = ? (d&? — ;O’kldekl> . (73)

Ten zwiazek jest czesto mylnie nazywany w literaturze druga zasada termodynamiki dla
materialow termosprezystych. Jak wida¢, obok tego zwigzku druga zasada termodynamiki
implikuje réwniez nastepujaca nieréwnos¢ dysypacji

oT oT

D=X——2>0. 74

&vk 693 k - ( )

Jest ona taka sama, jak w przypadku cieczy idealnych.
Do zastosowania powyzszych wynikéw powrécimy w dalszej czeSci tych notatek.

5 Promieniowanie

5.1 Mechanizmy przenoszenia energii przez przegrody

Przenoszenie energii przez przegrody odbywa si¢ gléwnie przez przewodnictwo cieplne.
Jednakze zaréwno na powierzchniach przegréd, jak i w pustkach wewnatrz przegréd is-
totng role odgrywa konwekcja. Prowadzi ona do powstawania tzw. warstw brzegowych
w rozkladzie predkosci przeplywu i w rozkladzie temperatury. Zjawisko to jest istotne
nie tylko przy projektowaniu przegréd budowlanych, ale réwniez w zjawiskach przejsé
fazowych takich, jak krzepnigcie. Warstwa termiczna jest charakteryzowana przez tzw.
liczbe Nusselta N, ktéra z kolei okreSla wspoélczynnik przejmowania ciepta a. Zaréwno
liczba Nusselta, jak i wspétczynnik przejmowania ciepta zaleza od predkosci konwekcji.
Wzrost tej predkosci powoduje wzrost wspoétczynnika przejmowania. Oznacza to, ze tem-
peratura powierzchniowa przegrody jest bardziej zblizona do temperatury otoczenia. Ma
to znaczny wplyw na witasnosci izolacyjne przegrody i zjawiska kondensacji pary wodnej
w przegrodzie.

Wspétezynnik « zalezy nie tylko od ruchu ptynu, materialu przegrody, geometrii
powierzchni, ptynu na zewnatrz przegrody, ale réwniez od skraplania i parowania na
powierzchni i wielu innych czynnikéw. Jego dokladne okreSlenie jest bardzo trudne. W
Tabeli ponizej podano kilka wartosci orientacyjnych.
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Tabela: Wspdtczynnik przejmowania ciepla [W/mQK}
(S. Wiéniewski, T.S. Wisniewski [2000]).

Rodzaj ptynu Konwekcja swobodna | Konwekcja wymuszona
Gaz 5—30 30—500

Woda 30—300 300—2-10%

Olej 5—100 30—3000

Ciekte metale 50—500 500—2-10%

Wrzaca woda, 2:103—2-10% 3-103—10°
Kondensacja pary wodnej | 3-10°—3-10% 3-103—-2-10°

W obliczeniach pojawia sie opér przejmowania ciepta R = 1/a. Norma PN-EN ISO
6946 przewiduje (§5.2), ze w przypadku braku doktadnych informacji o warunkach wymi-
any ciepta w odniesieniu do powierzchni ptaskich stosuje sie nastepujace wartosci oporéw
przejmowania ciepta R = 1/a ([m*K/W])

Tabela: Opory przejmowania ciepta ([m?*K/W])

Kierunek strumienia cieplnego
w gére poziomy w dot
Ry — wewnatrz 0,10 0,13 0,17
R, — zewnatrz 0,04 0,04 0,04

Odchylenie od poziomu moze wynosi¢ 4-30°.

Obok przewodnictwa i konwekcji w przegrodach z pustkami istotne znaczenie dla
przenoszenia energii i izolacyjnosci przegrody ma promieniowanie cieplne. Na Rys. 7
przedstawiamy schematycznie wymienione powyzej mechanizmy przenoszenia energii w
przegrodzie budowlane;j.

Iy

s

o~ L

T

Rys. 7: Schemat transportu ciepta przez przegrode budowlanag przez przewodnictwo,
promienitowanie i konwekcje



Trzy sktadowe strumienia ciepta w kierunku prostopadlym do przegrody opisuja nastepu-
jace zaleznoSci dla jednorodnych przegrdd i w przypadkach stacjonarnych

q = qp -+t 4k + qr,

A
w = (T —T5) — przewodnictwo (prawo Fouriera)
gk = oa(Ty —T3) - konwekcja

g
T —
1/51+1/52—1( !

dr = T24) — promieniowanie.
W tych wzorach d jest gruboscig warstwy, a uzasadnienie i opis ostatniego zwigzku przed-
stawiamy ponizej.

5.2 Opis promieniowania cieplnego

Cialo ulega ochtodzeniu na skutek emisji promieniowania cieplnego z powierzchni i ociepla
sie na skutek pochtaniania promieniowania przez powierzchnie. Odbicie i pochianianie
w objetosci (przejscie przez objetost) dajq pomijalne efekty cieplne. Promieniowanie
sktada sie z fal elektromagnetycznych o dlugosci wiekszej od dlugosci fal Swietlnych. Dla-
tego nazywa sie je promieniowaniem podczerwonym. Diugosci fal elektromagnetycznych
promieniowania cieplnego \ leza w szerokim przedziale

107%m < A <10 *m. (75)

Przy absorpcji (pochlanianiu) pole elektryczne wprawia atomy lub molekuly w ruch
powiekszajac w ten sposéb ich energie kinetyczna. Makroskopowo miarg podwyzszonej
mikroskopowej energii kinetycznej jest podwyzszona temperatura (< Fyy, >~ kT, k —
stala Boltzmanna, T" — temperatura absolutna, < ... > — warto$¢ Srednia). Emisja pow-
staje na skutek wysylania pola elektromagnetycznego przez drgajace tadunki elektryczne,
zwlaszcza tadunki molekularne, ktére spowalniaja w ten sposéb swoje drgania, tzn. tracg
energie kinetyczna. Cialo staje si¢ chlodniejsze.

Wspdtczynnik absorpeji A jest definiowany jako stosunek absorbowanego do pada-
jacego na cialo promieniowania. A wiec

A= cieplo absorbowane = 0 S A S 1. (76)

cieplo padajace

Wspotezynnik absorpcji jest wlasnoScia materiatu i, w szczegdlnosci, zalezy od wlasnoSci
powierzchni. Analogicznie do do$wiadczen z promieniowaniem $wiatla nazywamy ciato
doskonale biatym, gdy odbija ono caltkowicie promieniowanie cieplne i doskonale czarnym,
gdy cale promieniowanie cieplne jest absorbowane. Warto$¢ wspétczynnika absorpcji jest
wtedy, odpowiednio, 0 lub 1.

Emitowane promieniowanie cieplne jest dla danej temperatury réwniez wiasnoSciag
materialowa. Wspdlczynnik emisji € jest zdefiniowany jako stosunek emitowanego promieniowa-
nia do promieniowania, jakie emitowaloby cialo doskonale czarne w tej samej temper-
aturze. Wspoélczynnik ten jest stabelaryzowany dla réznych materialéw i, przyktadowo,
posiada wartosci

polerowany nikiel 0,057, oksydowana miedz 0, 825, drewno 0, 91.
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Gdy ciala znajduja sie w kontakcie przez promieniowanie ich temperatura ulega wyréw-
naniu. W stanie réwnowagi cialo wypromieniowuje (emituje) tyle samo energii ile pobiera
przez absorpcje. Obowigzuje wtedy prawo Kirchhoffa dla réwnowagi promieniowania

e = A. (77)

Dowd6d opiera sie na prostym rachunku:

emitowane promieniowanie o
promieniowanie emitowane przez cialo doskonale czarne

emitowane promieniowanie
o padajace promieniowanie 78
" promieniowanie emitowane przez cialo doskonale czarne ’ ( )
padajace promieniowanie

a w stanie rownowagi

absobowane promieniowanie A
padajace promieniowanie A
S — . S (79)
promieniowanie absobowane przez cialo doskonale czarne A
s

padajace promieniowanie

poniewaz A; = 1. Indeks s oznacza cialo doskonale czarne.
Ciala na og6t reaguja réznie na promieniowanie o réznych czestotliwoSciach. Ponownie,
przez analogie do $§wiatta, nazywamy ciato

kolorowym, gdy promieniowanie o réznej czestotliwosci absorbuje ciepto
z 167zng intensywnoscia,

szarym, jesli absorpcja jest niezalezna od czestotliwosci.

Prawo Kirchhoffa jest spelmione dla cial kolorowych niezaleznie dla kazdej czestotli-
wosci. Jedli podawana jest dla tych cial jedna warto$¢ wspélczynnika emisji, jak w
przykltadzie powyzej, to jest ona wartoscia Srednia.

Takze poza zakresem promieniowania podczerwonego moze promieniowanie wywotac
efekty cieplne, czego przykladem sg kuchenki mikrofalowe. W takich kuchenkach dlugosé
fali wynosi ok. 12 cm. Te fale wywolujg drgania rotacyjne molekut wody. Przyrost
energii kinetycznej wywotuje jednorodne ogrzewanie produktu. Naczynie porcelanowe nie
jest nagrzewane bezposrednio przez promieniowanie, gdyz nie zawiera wody, moze jednak
zmieni¢ temperature na skutek przewodnictwa cieplnego. Metale odbijaja promieniowanie
mikrofalowe.

Jozef Stefan (1835-1893) stwierdzit eksperymentalnie, ze gesto$¢ strumienia energii
promieniowania jest proporcjonalna do 7. Prawo to dla ciata idealnie czarnego ma postaé

w
_ -8 4
Js =5,66 - 10 WT : (80)
Dla ciala szarego o wspétczynniku emisji € mamy wtedy w stanie réwnowagi promieniowa-
nia

W
J=¢eJ,=¢-5,66- 10‘8WT4. (81)

To réwnanie nazywa si¢ prawem Stefana-Boltzmanna. Na drodze rozwazan czysto makro-
skopowych (termodynamicznych) Boltzmann wyprowadzit teoretycznie zaleznos¢ zawiera-
jaca T™.
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Jako przyklad okreslenia strumienia energii, wynikajacego z promieniowania rozwazymy
dwie réwnolegle plyty o temperaturach 77,7, i wspélczynnikach emisji €1,e5. Wypro-
mieniowujg one energie z metra kwadratowego powierzchni i w czasie jednej sekundy w
ilosci

J1=e10T), Jo=e00Ty, gdzie o=566-10""—7. (82)
Jednocze$nie, poniewaz plyty nie sg cialami doskonale czarnymi, odbijajg one cze$¢ promie-
niowania i wysylaja spowrotem do drugiej plyty, gdzie promieniowanie jest znéw czes-
ciowo absorbowane, a czeSciowo odbijane. W ten sposéb powstaja strumienie energii
od plyty pierwszej H; i od plyty drugiej Hy w przeciwnym kierunku, ktérych wielkosé
trzeba okre§lic. Na $ciance pierwszej strumien H, jest czeSciowo absorbowany: e1Hs
(gdyz, zgodnie z prawem Kirchhoffa, wspélczynnik absorbceji wynosi A; = €1) i cze$ciowo
odbity: (1 — &1) Hy. Podobne zwiazki zachodza dla drugiej $cianki. Musza wiec zachodzié
zaleznosci
H1:J1+(1—€1)H2, H2:J2+<1—€2) Hl. (83)
Stad wynika
. J1+(1—€1)J2 . J2+(1—€2)J1
1—(1—¢e1)(1—e&p)’ 1—(1—e1)(1—e9)
Wynikajacy stad przeptyw ciepla ¢ = ()1_.2 na jednostke powierzchni i na jednostke czasu
ma wartosc

(84)

H1 H2

goJ1 — €12
4r Q12 1 2 - (-2 (1—2) (85)
£1&2 4 4
= —* o (TyV =T5) =
€1+€2—€152U( ! 2)
o 4 4
= 71 1 (Tl - T2) =
- + o 1
7 \* T \* 1
= (2 { (—) — (—) , Cho=——7— ) (86)
100 100 ateo e
gdzie
Cy=e1C,, ,Cy=e3C,, Cy=05,66W/m°K* (87)

oznaczajy state promientowania C7, Cs dla cial szarych, a C jest stala promieniowania
ciala doskonale czarnego. (s jest nazywana stalq wymiany promieniowania.
W szczegdlnosci, gdy obie plyty sa doskonale czarne

Qiz=0 (T} —T3). (88)

Jesli temperatury 77 i T niewiele réznig sie od zero w skali Celsjusza, mozemy stosowaé
wzor przyblizony. Oznaczmy

’191 - T1 - 273, ’192 - T2 - 273 (89)
Wtedy
T — T = (91 +273)" — (95 + 273)" ~ 4% 273% (91 — 1) . (90)
Wzér (85) przyjmuje nastepujaca postaé przyblizong
do * 2733
dr (191 — 192) . (91)

- 1/81 +1/€2 —1
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5.3 Przewodnictwo przegréd z pustka powietrzna

Zastosujemy powyzszy wzér do oceny przenoszenia energii przez przegrody z pustka powi-
etrzng, w ktérych istotny wkiad do transportu ciepta przez przegrody ma promieniowanie.
Pokazujemy to na dwéch prostych przyktadach.

Przyklad 1: Dla przegrody pokazanej na rysunku okresli¢ temperature wewnetrzna
¥, uwzgledniajac promieniowanie w warstwie powietrza. Poréwnac z przypadkiem, gdy
pomija si¢ promieniowanie.

Dane: ¢ =25 W/m?, 9, = —15° C, A\; = 1,36 W/mK, Ay = 0,026 W/mK, \3 = 0.44
W/mK, \y = 1,00 W/mK,e; = 0,11,65 = 0,96, 9 = T — Ty, Ty = 273° K, d; = 0,02
m,dy = 0,10 m,ds = 0,25 m,dy = 0,02 m.

g
zewnetrze
i}
b 5 - powietrze h
< =
/?, 7 d?
4
whetrze
Ag

Rozwigzanie

Oznaczmy przez 1,02, V3,9, temperatury (w skali Celsjusza) na granicach warstw i,
odpowiednio, wewnatrz przegrody. Wtedy strumienie ciepta w poszczegdlnych warstwach
maja postac

q = U1 (191—192) :U2 (’(92—191) :Ug (’ng—’ﬁg), (92)
1 1 40T? 1

U = - U: _|_ , U:—’
! di /M 2Tdy/Xy  1fer+1/e5—1 57 dy A + da /M

gdzie
o =5,66x 1075

Eliminulac temperatury wewnetrzne 9,195 w powyzszym ukladzie réwnan otrzymu-
jemy

1 1 1
P =10, —+—=—+=. 93
+%m+%+%) (93)
W przypadku pominigcia promieniowania mamy, oczywiscie,

Dy = 0ot gy U ! (94)

U T dy/ M+ dofXg + ds)hs + dyf M

Podstawienie danych liczbowych daje

Uy = 68, U;=0,7644, Us=1,7002,

1 1 1 1

— = 4,4484, — 4+ —+—=1,9111

o0t Tt T

9. - 32,78 C z uwzglednieniem promieniowania
v 96,21° C bez uwzglednienia promieniowania
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Przyklad 2: Dla przegrody pokazanej na rysunku z Przykiladu 1 okre$li¢ strumien
ciepla ¢ przy zadanerj temperaturze wewnetrznej v, uwzgledniajac promieniowanie w
warstwie powietrza. Poréwnaé ze strumieniem, ktéry otrzymuje sie nie uwzgledniajac
promieniowania.

Dane: 9, = 20° C, 9, = —20° C, )\,
W/mK, \y = 0.80 W/mK,e; = 0,28,e9 =
m,dy = 0,05 m,ds = 0,25 m,dy = 0,03 m.

Rozwigzanie

Trzeba spemi¢ uklad 3 réwnan (92). Obliczamy z nich 91,95 i ¢q. Po eliminacji ¢
otrzymujemy

1,36 W/mK, Ay = 0,026 W/mK, \s = 0.44
,28, ’19 - T—Tg, TO - 2730 K,d1 - 0,01

U3 (ﬁw - 192) - U2 (’192 —_ 191) y (95)
U1 (’(91 — 192) = U2 (’(92 — 191) s

gdzie Uy, Us, Us sa zdefiniowane, jak w Przyktadzie 1. Stagd mamy

Dy — 0
¥y — ¥ o , 96
2 Uy /Us + Us /Uy + 1 (96)
Uz
Py = U — — (Vg — ).
2 Ug( 2 — 1)
Strumien ciepta ma wiec postac
[ U@, —1.) bez uwzglednienia promieniowania (97)
| Us(¥y —92) z uwzglednieniem promieniowania
Podstawienie danych liczbowych daje
1 1 1 1
— = 2,5361, — =0.007353, — =0.7875, — =0.6057
U Y ) Ul ) U2 Y U3 Y
v, = —19,79° C, ¥, =2,70°C, (98)

B 15,77 W/m® bez promieniowania
¢ = 28,56 W/ m® z promieniowaniem.

6 Kondensacja i parowanie

Powracamy teraz do dyskusji przejscia fazowego, opisywanego przez model van der Waalsa.
Jak juz zaznaczyliémy poprzednio, niemonotoniczno$¢ krzywych: objetos¢ wiasciwa -
ci$nienie dla stalych temperatur (izotermy) oznacza, ze model moze opisywaé procesy
parowania i kondensacji. Na granicy fazowej pomiedzy para i woda musza by¢ spelnione
warunki

1. zasada zachowania masy

pw =ptwt, wr=v -n-—g (99)

2. zasada zachowania pedu
p =0, (100)



3. zasada zachowania energii

~—.n—qt- +
prop =3 B4 R e P (101)
pw p
4. bilans entropii
— == L - + ot Ly
pwn +Fq ‘n=pwny +Fq ‘. (102)

Warunki te oznaczaja, ze przejécie od malej objetoSci wlasciwej v~ (tzn. duzej gestosci
- woda), do duzej objetosci wladciwej v (tzn. malej gestoéci - para) odbywa sie przy
stalym ci$nieniu (por. wzér (100)) p~ = p™ = p.. Linia przejscia od lewej strony izotermy
(Rys. 8) do prawej musi by¢ pozioma. Ci$nienie p. musimy okre§lic. Do rozwigzania tego
zadania wykorzystamy wzory (101) i (102) przy zalozeniu, ze przejécie nastepuje na tej
samej izotermie, a wiec T~ = T = T. Mamy wtedy

e —Tn +pv =c" =Tyt +povt. (103)
N —’ \qcr_/
=~ =9

Warunek ten mozna réwniez napisa¢ w postaci

vt
o
— % dv.

(2

pe(vF—v7) =

Biorac pod uwage wzér (67) mamy ostatecznie

pe (v —v7) = /pdv. (104)

Pl_ linia Maxwella

TR V+

L 4

Rys. 8: Szkic do konstrukcyi Mazwella
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Oznacza to, ze pole powierzchi pod izoterma miedzy punktami v~ i v musi by¢ réwne

polu prostokata pomiedzy tymi punktami. To oznacza, ze ci$nienie p. odcina takie samo
pole powyzej i ponizej izotermy (por. Rys. 8). Jest to tak zwana konstrukcja Maxwella,
a linia p. nazywa si¢ linig Maxwella. Zauwazmy, ze zwigzki termodynamiczne doprowa-
dzity do bardzo waznego wyniku: wartoS¢ ciSnienia, przy ktérym zachodzi kondensacja
lub parowanie zalezy wylacznie od temperatury. WielkoS¢ ta — ci$nienie pary nasyconej —
jest stabelaryzowana. Istnieje réwniez wiele wzoréw empirycznych do jej okreSlania. Jako
przyklad podajemy tzw. wzér Boltona:

¥
¥4 243,5
wartoS¢ cisSnienia otrzymuje sie w Paskalach.

Na Rys. 9 przedstawiono przykiad przemiany izobarycznej. Poczynajac od temper-
atury T przecinamy poziomo kolejne izotermy, az w temperaturze 75 osiggamy punkt
poczatku parowania wody. Poniewaz temperatura jest w tym przejsciu stala, wiec uktad
przeskakuje do punktu Ty = T3, gdzie temperatura znéw moze wzrasta¢ przy stalym
ciSnieniu. Punkt ten jest nazywany punktem rosy, jesli dochodzimy do niego od strony
pary poprzez obnizanie temperatury przy stalym ci$nieniu.

Powstaje pytanie, co sie dzieje w punktach posrednich linii Maxwella. Jesli w ekspery-
mencie kontrolujemy ci$nienie, to punkty te sa nieosiggalne - uktad przeskakuje naty-
chmiast z jednej galezi izotermy na druga. Jesli natomiast kontrolowana jest objetose,
to mozna si¢ zatrzyma¢c w dowolnym punkcie linii Maxwella, powiedzmy w punkcie v,
v~ < v < ovt. W takim punkcie uktad sklada si¢ z mieszaniny wody i pary wodnej w
proporcjach (v —wv) /(vF —v7) i (v—v7)/(vT —v7). W zasadzie wzory, otrzymane w
termodynamice juz wtedy nie obowiazuja, bo zostaly one wyprowadzone przy zalozeniu
ostrej granicy fazowej.

Opisana powyzej teoria przejScia fazowego, wynikajaca ze wzoru van der Waalsa ma
charakter jakoSciowy i pozwala zrozumie¢ pojecia, ktére sie w takiej teorii pojawiaja.
Nie mozna jej jednak stosowac bezposrednio do obliczen inzynierskich, bo model van
der Waalsa nie posiada parametréow, ktérymi moznaby go dopasowa¢ do rzeczywistych
substancji. Z tego powodu stosuje sie w praktyce rézne wzory empiryczne.

pe (V) = 611,2 - exp {17, 67 - } ., 9=T—-273°K, (105)

P

Rys. 9: Parowanie na skutek podgrzania - typowe stany posrednie przemiany
1zobarycznej

29



)

b4

IO |
o tutatata ettt dy"
atatatatatatadatadatd
23a3adatatalaTola 0]
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T, =T, T:>T,
. ciecz w stanie wrzgca ciecz + para
ciecz ) para nasycona
wrzenia para nasycona przegrzana

Rys. 10: Stany posrednie w izobarycznej przemianie fazowej ciecz — para.

Salid and
liquid -

Critical

Pressure P

Constant-temperature line

Rys.11: Diagram fazowy

Na Rys. 11 pokazano schematycznie obszary innych stanéw skupienia i linii, na ktérych
zachodzg przejécia fazowe: topnienie i krzepniecie, sublimacja, oraz obszar poza punktem
krytycznym, w ktérym przejécia fazowe juz sie nie pojawiaja. Teorie termodynamiczne
tych przejs¢ fazowych sg bardzo skomplikowane i ciggle sie rozwijaja.

7 Liniowa termosprezystoSc

Przechodzimy do drugiego zagadnienia, wybranego do ilustracji metody termodynam-
icznej. W rozdziale 3.2 tych notatek pokazaliSmy ogdélng posta¢ zwiazkéw materialowych
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dla liniowej termosprezystosci (por. (54)). Jednoczeénie przy pomocy drugiej zasady ter-
modynamiki zredukowaliSémy problem do okreslenia funkcji energii swobodnej Helmholtza
(por. wzor (72)).

Cecha charakterystyczna teorii liniowej jest liniowa zalezno$¢ tensora naprezen od de-
formacji i od zmian temperatury. Oznacza to, ze energia swobodna musi by¢ kwadratowa,
bo tensor naprezenia powstaje przez jej jednokrotne rézniczkowanie. W przypadku ma-
terialéw izotropowych musi ona wiec mie¢ postac

1 ¢, 1
po = —5p7 (T =T0)* = (T = Ty) exs + S ciguaeijen, (106)
0
gdzie
Cijkl = AN0ijO0 + 1 (61 + 0urdjn) - (107)

Stale sprezystosci c;ji; dla materialéw anizotropowych moga posiada¢ nawet 21 nieza-
leznych parametréw. W przypadku tzw. poprzecznej izotropii (np. drewno naturalne)
ilos¢ parametrow redukuje sie do trzech, a dla materialéw izotropowych - do dwéch. W
stosowanym powyzej zapisie sa to tzw. stale Lamé A\, u (Uwaga: to samo oznaczenie
na stala Lameé i na wspélczynnik przewodnictwa ciepla!). Tj oznacza temperature
poczatkowa, a ¢, jest cieptem wlasciwym. Wykorzystujac zwiazek termodynamiczny (72)
mamy )
% = —Ta—¢ R Cy.
aoT oT?
Ten zwigzek okresla sposéb eksperymentalnego wyznaczania ciepta wiasciwego. Wreszcie
v jest wspélczynnikiem rozszerzalnosci termicznej. Powrécimy dalej do jego interpretacji.
Zrézniczkowanie energii swobodnej ¢ wzgledem deformacji prowadzi do nastepujacego
zwiazku dla naprezen

(108)

Okl = )\emmékl "—2,U/€kl -7 (T — Tg) 5kl7 tzn. T =M\ (tre) 1 +2ue—7 (T — Tg) 1. (109)

Sa to tzw. zwigzki Duhamela-Neumanna.
Obliczajac $lad naprezen otrzymujemy nastepujacy zwiagzek dla cinienia hydrostaty-
czZnego

1 v 2
p 3Ukk Ekk K( 0) +3U (110)
7y O kk
tzn. = — (T =T —
. ewk = 2 o)+ 35

K nazywamy modutem $ci$liwoéci. Zwiazek powyzszy oznacza, ze wspOlczynnik /K
okre§la zmiany objetosci materiatu przy zadanej réznicy temperatur 1 — Tj.
Odwrocenie zwigzkéw dla naprezen daje nastepujace zaleznosci

1
el = E(Un—V(U22+U33))+OK(T—T0),
1
€2 = E(U2z—V(U11+U33))+Q(T—T0)a (111)
1
€33 = E(Uss—V(011+U22))+04(T—T0),
1 1 1
- - S 112
€12 2/1012’ €13 2u013, €23 2u023, ( )
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gdzie

1 (3A + 2p) A gl
E - ) I/: ) = )
A4 2(A+p) 3K
vE E
A= = 11
~ O+ d-2) *“20+0) (113)

Oczywiscie, E jest modutem sprezystoSci, a v liczba Poissona.
Przyktadowe wartosci staltych Lamé sa podane w ponizszej Tabeli.
Tabela: Niektore stale Lamé

A [10'9Pa] | p [10'9Pa]
aluminium 5.63 2.6
oléw 4.07 0.57
duraluminium | 5.78 2.7
lod (-4°C) 0.70 0.36
zelazo 10.49 8.2
miedz 10.63 4.55
marmur 4.15 2.7
mosigdz 8.90 3.6
pleksiglas 0.28 0.12
polistyrol 0.28 0.12
stal 11.78 8.0

Wspébtezynnik rozszerzalnoéci termicznej vy jest zwykle zalezny od temperatury. Tego
efektu nie mozna opisa¢ przy pomocy liniowej termosprezystosci. W normach podaje sig¢
zwykle wspotezynnik termicznej rozszerzalnosci liniowej o

-0
- 3K’
Wspélezynnik 3 w tym wzorze pojawia sie na skutek przeliczenia zmian objeto$ciowych na
zmiany liniowe w teorii liniowej. Ponizsza Tabela zawiera kilka przyktadowych wartosci
tego wspoétczynnika.

Tabelle 2: Wspotczynnik termicznej rozszerzalnosci lintowej [10’6 / °K}

a (114)

aluminium | 23.8 | zelazo odlew. 11.8
asfalt 200 | wapno, proszek | 20

lod (0°C) 0.502 | marmur 11
zelazo 12.1 | polistyrol 60--80
szklo, Pyrex | 3.2 porcelana 3+4
szkto, kwarc | 0.45 | piaskowiec )
granit 3+8 | cegla szamot. )

Przedstawione powyzej zwiazki pozwalaja napisa¢ uktad réwnan liniowej termosprezys-
toSci dla przemieszczenia u i temperatury 7. Ma on postac
2u
= (A4 p) graddivu + pV?u — ygrad T + pyb,

P or
oT , ddivu
Peoar ~ AdivgradT = por — POTOVT-

(115)
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W ukiadzie wspétrzednych kartezjanskich

82Ui 82’&]‘ 2 T
— - , 11
P o (A + 1) i, + uVu; 78931- + pb;, (116)
oT 2 82Ui
— = T = pr — p,Ti :
Py AV pr=polor g

Jak widac, przy stalej temperaturze pierwsze réwnanie staje sie réwnaniem Lamé klasy-
cznej sprezystoSci. Drugie réwnanie przechodzi w klasyczne réwnanie przewodnictwa
cieplnego jesli poming¢ wplyw zmian objetoSci osrodka.

Dla rozwiazania tego ukladu rownan potrzebne sg jeszcze warunki brzegowe i poczat-
kowe, ktérych nie omawiamy w tych wykladach. Nalezy dodac, ze polska szkota mechaniki
ma bardzo istotny wklad do rozwoju termosprezystosci. Wyniki analityczne dla wielu
bardzo skomplikowanych probleméw mozna znalez¢, na przyktad, w monografiach profe-
sora Witolda Nowackiego.

Przyklady

Na ponizszych zdjeciach przedstawiono typowe przykiady zniszczen, wywotanych napre-
zeniami termicznymi. Na dwéch prostych przyktadach zademonstrujemy ich rzad wielkosci.

Rys. 12: Uszkodzenia szyn na skutek podwyzszonych temperatur

Przyklad 1:

Obliczymy najpierw naprezenia normalne w zamocowanym cienkim precie wywotone
rownomiernym podgrzaniem od temperatury 7y do temperatury 7. Jest to przypadek
plaskiego stanu naprezenia, w ktérym

v
099 =033=0 = 6222633:—EO'H+05(T—T0). (117)
Jednocze$nie warunek zamocowania koncéw preta daje e;; = 0. A wiec
011 =2\ (—%7011+OZ(T—T0)) —’Y(T—To) = (118)
)\2
= 1+ ———— ) =—a(A+2u) (T - T
ou (1 s ) = —a (et 2) (7 - T)
Stad wynika
A+2
ou=-B(T-T), f=a—Tt (119)
1+ o

Wykonajmy obliczenia dla stali, dla ktérej parametry materialowe sg nastepujace:
a=11.8%107% 1/°K, A = 11.78 x 10'° Pa, u = 8.00 * 10'° Pa. Po podstawieniu tych
danych w (119) i dla réznicy temperatur 7' — Ty = 40°K otrzymujemy

3 =2.45 % 10° Pa/°K,
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011 = —0.98 x 10° Pa = —98 MPa. (120)

Przyklad 2:
Ponownie rozpatrzymy zamocowany pret, ale tym razem obcigzony réznicg temperatur
pomiedzy powierzchniag gérna i dolng. Przyjmijmy, ze temperatura gérnej powierzchni
(x2 = 0) jest réwna Tp i ze w tej temperaturze pret jest wolny od naprezen. Temperatura
dolnej powierzchni (xo = d) zostala podwyzszona do wartoSci 77. Pret ma grubosé¢ b.
Trzeba znalez¢ rozklad naprezen, sile wypadkows w kierunku preta i moment zginajacy.
Wykonamy obliczenia dla takiego samego materialu, jak w poprzednim przykladzie oraz
d=0.10 m, b = 0.05 m. Ty = 293°K (powierzchnia gérna) i 7} = 333°K (powierzchnia
dolna).
7 zasady zachowania energii wynika, ze strumien ciepta ma tylko skladowsa ¢, i jest
ona stata 9
ﬂ_ = T:TO—F(Tl—To)ﬁ.

8x2 n Prawo Fouriera d

(121)

Naprezenia normalne o1; znajdujemy ze wzoru (119). Wszystkie pozostale sktadowe
naprezenia sa réwne zero. Dla rozktadu temperatury danego wzorem (121) otrzymujemy

011 = —6 (Tl - To) % (122)

Naprezenie to mozna napisaé w postaci

—— —%5 (Ty—Ty) — B(Ty — Ty) (% _ %) . (123)

Latwo sprawdzi¢, ze pierwszy czilon okresla sile wypadkowa N, a cze$¢ druga moment
zginajacy M. Po prostych obliczeniach

N = —%ﬁ (T, — Tp) = —2.45 * 10° Pa, (124)

b x d?

M = B(T1 —Tp) 12

= 4084 Nm. (125)
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Podstawowe jednostki

Tabela: Oznaczenia SI dla dziesietnych wielokrotnosci i dziesietnych czeci
jednostek podstawowych

deka da 10! decy d 107!

hekto h 102 centy ¢ 1072
kilo 103 mili m 1073
mega 105  mikro 10-¢

k
M It
giga G 10° nano n
tera T 10%2 piko p 107!2
peta P 10%  femto f
exa E 108 atto  a
Tabela: Jednostki cisnienia i naprezenia (SI: 1Pascal=1kg/s*m)

Pa:% atzfn% atm bar torr mmWs:ﬁ%
1 1,02-107% 9,87-107% 107° 75-10~% 0,102
9.81-10* 1 0,968 0,981 736 10*
1.013-10° 1,033 1 1,013 760 1,033-10%
10° 1,02 0,987 1 750 1,02-10*
133 1,36-107% 1,32-107% 1,33-107% 1 13,6

9.81 1074 9,68-107° 9,81-107° 7,36-1072 1

Tabela: Jednostki sity (SI: 1Newton=1kg-m/s?)

N kp Mp ) dyna

1 0,102 1,02-107% 102 10°
9,81 1 1073 103 9,81-10°
9,81-103  10° 1 108 9,81-108
9,81-107% 1073 1076 1 981
107° 1,02-107% 1,02-107? 1,02-107% 1

Tabela: Jednostki energii i pracy (SI: 1 Joule=1kg-m?/s?)

J kpm kWh kcal erg eV

1 0,102 2,781077  2,39-107% 107 6,24-10'®
9,81 1 2,72.107%  2,34.10° 9,81-10" 6,12-10"
3,6-10  3,67-10° 1 860 3,6-101%  2,25.10%
4,19-10% 427 1,16:107% 1 4,19-101°  2,61-10%
1077 1,02.10°% 278107 2,39-107 1 6,24-101

1,6:1071 1,63-107%° 4,45-107% 3.83-107* 1,6:107 1
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Tabela: Jednostki mocy (SI: 1Watt=1kg-m?/s%)

W kW mo pg cl kel
1 1078 0.102 1,36-10~° 0,239 0,86
10° 1 102 1,36 239 860
981 9,8110~° 1 1,331072 234 843
736 0,736 51 176 632
4,19 4,19107° 0427 5691077 1 3,6

1,16 1,16:10°° 0,119 1581073 0,278 1
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